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Anomalous is Normal (c)
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Àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ

Àêòóàëüíiñòü òà ìîòèâàöiÿ:

• ñêëàäíi ñèñòåìè ðiçíîìàíiòíî¨ ïðèðîäè ÷àñòî äåìîíñòðó-
þòü ïîâiëüíó íåäåáà¨âñüêó ðåëàêñàöiÿ òà àíîìàëüíi òðàíñ-
ïîðòíi âëàñòèâîñòi;

• íàÿâíiñòü âiäêðèòèõ ïðîáëåì ó òåîði¨ íàäïîâiëüíèõ ñòîõà-
ñòè÷íèõ ïðîöåñiâ;

• íåîáõiäíiñòü ðîçâèíåííÿ òåîðåòè÷íèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåí-
íÿ àíîìàëüíî ïîâiëüíèõ ïðîöåñiâ.

Ðèñ. 1. Ïîðiâíÿííÿ òèïî-
âèõ òðà¹êòîðié ðóõó äëÿ
íîðìàëüíî¨ äèôóçi¨ òà ïî-
ëüîòiâ Ëåâi (ìàñøòàáè íà
âêëàäêàõ çëiâà òà ñïðàâà ¹
ðiçíèìè).

Levy f light
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Ìåòà, îá'¹êò i ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ïîñëiäîâíå òåîðåòè÷íå âèâ÷åííÿ åâî-
ëþöi¨ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi òà àíîìàëüíèõ ðåëàê-
ñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ çà äîïîìîãîþ
ïiäõîäó íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü.

Îá'¹êò äîñëiäæåíü. Ïðîöåñè åâîëþöi¨ â íåðiâíîâàæ-
íèõ ñèñòåìàõ, ïàðàìåòðè ñòàíó ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ïîâiëü-
íèìè òà íàäïîâiëüíèìè âèïàäêîâèìè áëóêàííÿìè ç íåïå-
ðåðâíèì ÷àñîì.

Ïðåäìåò äîñëiäæåíü. Òðàíñïîðòíi òà ðåëàêñàöiéíi âëà-
ñòèâîñòi ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì iç àíîìàëüíî ïîâiëüíîþ
ïîâåäiíêîþ.
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Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ

Çàâäàííÿ:

• óçàãàëüíèòè ìåòîä íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü
íà âèïàäîê âàæêèõ õâîñòiâ ðîçïîäiëó äîâæèí ñòðèáêiâ ïðîöå-
ñó òà íàäâàæêèõ õâîñòiâ ðîçïîäiëó ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè;

• çíàéòè òà êëàñèôiêóâàòè âñi ìîæëèâi ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìî-
âiðíîñòi òà âiäïîâiäíi ¨ì ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨ ÷àñó, ùî âèçíà-
÷àþòü àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi;

• â ðàìêàõ ìîäåëi íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü îò-
ðèìàòè ðiâíÿííÿ ðåëàêñàöi¨ äëÿ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì, ñòðóê-
òóðíi åëåìåíòè ÿêèõ ¹ íåçàëåæíèìè i åâîëþöiîíóþòü çãiäíî ç
äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì;

• âèçíà÷èòè âñi ìîæëèâi àñèìïòîòè÷íi (ïîâiëüíi òà íàäïîâiëü-
íi) òà äåÿêi òî÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ
äëÿ âèïàäêiâ, êîëè ðîçïîäiëè ÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ ïðîöåñó ó
äâîõ ñâî¨õ ñòàíàõ ìàþòü âàæêi òà/àáî íàäâàæêi õâîñòè.
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Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè

Öèêë íàóêîâèõ ïðàöü âèêîíàíèé ó Ñóìñüêîìó äåðæàâíîìó óíiâåðñèòåòi òà
ó Iíñòèòóòi ïðèêëàäíî¨ ôiçèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè.

Ðåçóëüòàòè ðîáîòè îòðèìàíî ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ äåðæáþäæåòíèõ íàóêîâî-
äîñëiäíèõ ðîáiò:

• �Âèìóøåíà òà ñïîíòàííà ìàãíiòíà äèíàìiêà ñèñòåì îäíîîñíèõ íàíî÷àñòè-
íîê�, çà ïiäòðèìêè ÌÎÍ (� 010U001379, 2009 � 2011 ðð.);

• �Àíîìàëüíi äèôóçiéíi òà ðåëàêñàöiéíi âëàñòèâîñòi êëàñè÷íèõ òà êâàíòî-
âèõ áëóêàíü ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì�, çà ïiäòðèìêè ÌÎÍ (� 0112U001383,
2012 � 2014 ðð.);

• �Ìàãíiòíi, òåïëîâi òà òðàíñïîðòíi âëàñòèâîñòi ïåðiîäè÷íî çáóäæåíèõ ñè-
ñòåì ôåðîìàãíiòíèõ íàíî÷àñòèíîê�, çà ïiäòðèìêè ÌÎÍ (� 0116U002622,
2016 � 2018 ðð.);

• �Ñïðÿìîâàíèé òðàíñïîðò òà äèñèïàöiÿ åíåðãi¨ â ñèñòåìàõ ôåðîìàãíiòíèõ
íàíî÷àñòèíîê i ìàãíiòíèõ ñêiðìiîíiâ�, çà ïiäòðèìêè ÌÎÍ (� 0119U100772,
2019 � 2021 ðð.).

• �Iíòåãðîâàíå áàãàòîðiâíåâå ìîäåëþâàííÿ i åêñïåðèìåíòàëüíà ïåðåâiðêà
ðàäiàöiéíî¨ ñòiéêîñòi êîíñòðóêöiéíèõ ìàòåðiàëiâ ðåàêòîðiâ íà ïåðiîä åêñ-
ïëóàòàöi¨ ïîíàä 60 ðîêiâ�, çà ïiäòðèìêè ÍÀÍ Óêðà¨íè (� Ê-1-17-10, 2019 �
2021 ðð.).
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Íàóêîâå òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ ðåçóëüòàòiâ

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ:

• Âïåðøå çàïðîïîíîâàíî òåîðiþ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi,
çíàéäåíî òà äåòàëüíî ïðîàíàëiçîâàíî âñi ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìî-
âiðíîñòi äëÿ äàíîãî ïðîöåñó, i ïðîâåäåíî ¨õ êëàñèôiêàöiþ â çà-
ëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ ìîäåëi.

• Âïåðøå çíàéäåíî âñi àñèìïòîòè÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ äëÿ äâî-
ðiâíåâèõ ñèñòåìàõ, ñòðóêòóðíi åëåìåíòè ÿêèõ çìiíþþòüñÿ çãiä-
íî ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì, ïðîâåäåíî ¨õ êëàñèôiêàöiþ, à â
îêðåìèõ âèïàäêàõ îòðèìàíî òî÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ðåçóëüòàòè ðîáîòè îïèñóþòü çàëåæíîñòi, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ
äëÿ àíîìàëüíèõ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç óùiëü-
íåííÿì ìàòåðiàëiâ òà àäñîðáöi¹þ-äåñîðáöi¹þ ðå÷îâèí, à òàêîæ
ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæåííi îñîáëèâîñòåé ðóõó
äåôåêòiâ ó íåîäíîðiäíèõ òà áàãàòîêîìïîíåíòíèõ ñåðåäîâèùàõ,
ìîäåëþâàííi äèôóçiéíèõ òà òðàíñïîðòíèõ ïðîöåñiâ â êîíñòðóê-
öiéíèõ ìàòåðiàëàõ.

Þ.Ñ. Áèñòðèê IÏÔ ÍÀÍ Óêðà¨íè 8



Àíîìàëüíi ñòîõàñòè÷íi ïðîöåñè

Çàêîíè äèôóçi¨:

• σ2(t) ∝ t � êëàñè÷íà áðîóíiâñüêà äèôóçiÿ;
• σ2(t) ∝ tα � àíîìàëüíà äèôóçiÿ (0<α<1 � ñóáäèôóçiÿ, α>1
� ñóïåðäèôóçiÿ);

• σ2(t) ∝ ln4 t � äèôóçiÿ Ñèíàÿ;

• σ2(t) =∞ � ïîëüîòè Ëåâi .

Ðåëàêñàöiéíi çàêîíè:

• µ(t) = µ0e
−t/T � êëàñè÷íà äåáà¨âñüêà ðåëàêñàöiÿ;

• µ(t) = µ0e
−(t/T )β (0<β < 1) � çàêîí Êîëüðàóøà-Óiëüÿìñà-

Óîòññà;

• µ(t) ∝ (t/T )−γ (γ>0) � ïîâiëüíà ñòåïåíåâà ðåëàêñàöiÿ;

• µ(t) ∝ 1
ln(t/T ) � íàäïîâiëüíà ëîãàðèôìi÷íà ðåëàêñàöiÿ.

Ìåòîäè îïèñó àíîìàëüíèõ ïðîöåñiâ:

• âèïàäêîâi áëóêàííÿ (ñòðèáêîïîäiáíà ìîäåëü);

• ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà (êîíòèíóàëüíà ìîäåëü).
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1. Àñèìïòîòè÷íi ó ÷àñi ðîçâ'ÿçêè äëÿ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi

CTRW � íåïåðåðâíèé ó ÷àñi
ñòðèáêîïîäiáíèé ïðîöåñ

X(t) =
∑N(t)

n=1 ξn,

äå {ξn} � äîâæèíè âèïàäêîâèõ
ñòðèáêiâ; {τn} � âèïàäêîâi ÷à-
ñè î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè; N(t)
� ÷èñëî ñòðèáêiâ çà ÷àñ t.






Ðèñ. 2. CTRW-ïðîöåñ íà ïðÿìié.

ßêùî ìíîæèíè {τn} i {ξn} � íåçàëåæíi òà ðîçïîäiëåíi çãiäíî
ç ãóñòèíàìè p(τ) i w(ξ), òî ó ïðîñòîði Ôóð'¹-Ëàïëàñà ãóñòè-
íà éìîâiðíîñòi P (x, t) ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè X(t) îïèñó¹òüñÿ

ðiâíÿííÿì Ìîíòðîëëà-Âåéññà (x
F−→ k, t

L−→ s)

Pks =
1− ps

s(1− pswk)
. (1)
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1. Àñèìïòîòè÷íi ó ÷àñi ðîçâ'ÿçêè äëÿ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi

Ìîäåëü íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi.

Ãóñòèíà éìîâiðíîñòi äîâæèí ñòðèáêiâ iç âàæêèìè õâîñòàìè

w(ξ) ∼ u±
|ξ|1+α±

(|ξ| → ∞), (2)

äå ïàðàìåòðè u± > 0 òà α± ∈ (0, 2].

Iç (2) ñëiäó¹: 〈|x|η〉 =∞ ïðè âñiõ η ≥ α, äå α = min{α±}.
Îòæå, äèñïåðñiÿ äîâæèíè ñòðèáêà çàâæäè íåñêií÷åííà.

Ãóñòèíà éìîâiðíîñòi ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ iç íàäâàæêèì õâî-
ñòîì

p(τ) ∼ h(τ)

τ
(τ →∞), (3)

äå ôóíêöiÿ h(ντ) ∼ h(τ) ïðè τ →∞ äëÿ âñiõ ν > 0.

Iç (3) ñëiäó¹: 〈|τ |η〉 = ∞ ïðè âñiõ η > 0, òîáòî âñi ìîìåíòè
÷àñó î÷iêóâàííÿ íåñêií÷åííi.
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1. Àñèìïòîòè÷íi ó ÷àñi ðîçâ'ÿçêè äëÿ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi

Äëÿ êîîðäèíàòè Y (t) = a(t)X(t) ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi

P(y) = lim
t→∞

1

a(t)
P

(
y

a(t)
, t

)
=

1

2π

∫ ∞
−∞

dk
e−iky

1 + Φ(k)
, (4)

äå Φ(k) = lim
t→∞

1−wka(t)
V (t) , V (t) =

∫∞
t dτp(τ) i ìàñøòàáóþ÷à ôóíêöiÿ

a(t)→ 0 âèáèðà¹òüñÿ òàêîþ, ùîá ãóñòèíà P(y) áóëà íåâèðîäæåíîþ.

ßêùî (1) l1 =
∫∞
−∞ dξξw(ξ) 6= 0, (2) ρ = u+δ1α+ − u−δ1α− 6= 0 ç α = 1

àáî (3) α± = 2, òî ìà¹ìî

P(y) = e−|y|H(l1y), P(y) = e−|y|H(ρy) àáî P(y) =
1

2
e−|y| (5)

âiäïîâiäíî. Òóò H(·) � ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà.

ßêùî (1) α ∈ (0, 1), (2) α ∈ (1, 2) ç l1 = 0 àáî (3) ρ = 0 (òîáòî α± = 1
i u± = u), òî P(y) äà¹òüñÿ âèðàçîì

P(y)=
1

π

∫ ∞
0
dk

(1 + cosϕkα) cos(yk) + sinϕkα sin(yk)

1 + 2 cosϕkα + k2α
, (6)

äå α = min{α±} i ϕ çàëåæèòü âiä õâîñòîâèõ ïàðàìåòðiâ w(ξ).
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1. Àñèìïòîòè÷íi ó ÷àñi ðîçâ'ÿçêè äëÿ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi

Ïîâåäiíêà ìàñøòàáóþ÷èõ ôóíêöié ïðè t→∞

Õàðàêòåðèñòèêè w(ξ) Ïîâåäiíêà a(t)

l1 6= 0 (l1 <∞) a(t) ∼ V (t)/|l1|

α ∈ (0, 1)

α = 1 ïðè ρ = 0

α ∈ (1, 2) ïðè l1 = 0

a(t) ∼
(
V (t)/

√
q2 + r2

)1/α
α = 1 ïðè ρ 6= 0 a(t) ∼ V (t)

|ρ| ln[1/V (t)]

α = 2 ïðè l1 = 0 a(t) ∼ 2
√

V (t)
(u++u−) ln[1/V (t)]

Òóò êîíñòàíòè q i r çàäàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè õâîñòiâ w(ξ).

Ôóíêöi¨ a(t) ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi ,
òîáòî a(νt) ∼ a(t) ïðè t→∞ äëÿ áóäü-ÿêîãî ν > 0.
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2. Äîñëiäæåííÿ îñíîâíèõ õàðàêòåðèñòèê ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi

Çðó÷íå àëüòåðíàòèâíå ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè

P(y) =
1

π

∫ ∞
0

dxe−|y|x
sin[φ(y)]xα

1 + 2 sin[φ(y)]xα + x2α
, (7)

äå φ(y) � ôóíêöiÿ õâîñòîâèõ ïàðàìåòðiâ w(ξ) òà çíàêà y.

Ãóñòèíè P(y) ìîæóòü ìàòè îäèí àáî äâà âàæêèõ õâîñòà, àáî
áóòè îäíî- ÷è äâîñòîðîííiìè åêñïîíåíöiàëüíèìè ðîçïîäiëàìè.

Ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ t â öåíòðàëüíié îáëàñòi |x| ∝ O[1/a(t)]
ìà¹ìî P (x, t) ∼ a(t)P[a(t)x] (ðåæèì òèïîâèõ ôëóêòóàöié).

Ó îáëàñòi |x| � O[1/a(t)] � ðåæèì ðiäêiñíèõ ôëóêòóàöié i ðîç-
ïîäiëè P (x, t) çàâæäè ìàþòü îäèí àáî äâà âàæêèõ õâîñòà, ùî
ïðîïîðöiéíi |x|−1−α.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

σ2X(t) =∞ ïðè ∀ t, P (x, νt) ∼ P (x, t) ïðè t→∞ i ∀ν > 0. (8)

Ïðîöåñ X(t) � íàäïîâiëüíi ïîëüîòè Ëåâi.
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2. Äîñëiäæåííÿ îñíîâíèõ õàðàêòåðèñòèê ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi

Ðèñ. 3. Òèïîâèé âèãëÿä íååêñïîíåíöiàëüíèõ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí P(y) ïðè ðiçíèõ
çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ w(ξ). Ñóöiëüíi ëiíi¨ � òî÷íi àíàëiòè÷íi çà-
ëåæíîñòi, à ìàðêåðè � ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ.
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3. Ðåëàêñàöiéíi ïðîöåñè â äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ

Äèõîòîìi÷íèé ïðîöåñ f(t)
ïðèéìà¹ äâà ñòàíè ±1, ÷àñè
ïåðåáóâàííÿ â ÿêèõ {τn} ¹ âè-
ïàäêîâèìè âåëè÷èíè, ùî ìàþòü
ãóñòèíè éìîâiðíîñòi p±(τ).

Ðèñ. 4. Ñõåìà ïðîöåñó f(t).
Çàêîí ðåëàêñàöi¨ äëÿ ïðîöåñó f(t)

µ(t) = 〈f(t)〉 =Pr{f(t)=+1} − Pr{f(t)=−1}. (9)

Òóò 〈·〉 � óñåðåäíåííÿ ïî ðåàëiçàöiÿì i Pr{·} � éìîâiðíiñòü ïîäi¨
â äóæêàõ.

Ðåëàêñàöiéíå ðiâíÿííÿ ó ïðîñòîði Ëàïëàñà

µs =
φ+s − φ−s + φ+s φ

−
s

s(φ+s + φ−s − φ+s φ−s )
, (10)

äå φ±s = 1− p±s .
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3. Ðåëàêñàöiéíi ïðîöåñè â äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ

Äëÿ âàæêèõ ãóñòèí p±(τ) ∼ q±/τ1+α± (τ →∞), äå q± > 0 i α± ∈ (0, 2],
â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ p±(τ) ïðè t→∞

µ(t) ∼ µ∞ − (t/T )−β,

µ(t) ∼ 1− ln(t)(t/T )−β,

µ(t) ∼ 1− η/ ln t.

(11)

Äëÿ íàäâàæêèõ ãóñòèí p±(τ) ∼ %±(τ)/τ (τ → ∞), äå %±(τ) � ôóíêöi¨,
ùî ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi, ìà¹ìî

µ(t) ∼ 1− 2V −(t)/V +(t). (12)

ßêùî p+(τ) � íàäâàæêà, à p−(τ) � âàæêà ãóñòèíà, òî

µ(t) ∼ 1− U(t)(t/T )−β. (13)

Äàíi ôîðìóëè çàïèñàíi äëÿ íåñèìåòðè÷íîãî âèïàäêó p+(τ) � p−(τ),
ÿêùî æ p±(τ) = p(τ), òî äëÿ âàæêèõ òà íàäâàæêèõ ãóñòèí âiäïîâiäíî

µ(t) ∼ (t/T )−β òà µ(t) ∼ V (t)/2. (14)
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4. Òî÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ

Äëÿ ðîçïîäiëiâ Åðëàíãà p±(τ) = λ2±τe
−λ±τ ìà¹ìî

µ(t) =
λ− − λ+
λ+ + λ−

(
1 +

λ+
λ−

e−(λ++λ−)t

)
+
λ+
λ−

[
cos

(
2πt

T

)
− (λ+ − 3λ−)

T

4π
sin

(
2πt

T

)]
e−(λ++λ−)t/2. (15)

Äëÿ ðîçïîäiëiâ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà p±(τ) = τα±−1Eα±,α±(−τα±) ç
α± ∈ (0, 1) ìà¹ìî âiäïîâiäíî ïðè α < β i α > β (α = α+ i β = α−)

µ(t) = 1 + 2

∞∑
n=1

(−tα)nEnβ,αn+1(−tβ),

µ(t) = 1 + 2tα−β
∞∑
n=1

(−tβ)nEnα,βn+(α−β)+1(−t
α). (16)

Äëÿ ðîçïîäiëó Ëåâi p(τ) = L−1{e−sα} = lα(τ) ç α ∈ (0, 1) çíàõîäèìî

µ(t) = 1 + 2

∞∑
n=1

(−1)nΦα

(
n−1/αt

)
, (17)

äå ââåäåíî ôóíêöiþ Φα(t) =
∫ t
0dτ lα(τ).
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4. Òî÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ

Ðèñ. 5. Ïîâåäiíêà àíîìàëüíèõ çàêîíiâ ðåëàêñàöi¨. Ïàíåëü (a) � α+ = 0.5 i α− = 1.5,
ïàíåëü (b) � p+(τ) ìà¹ íàäâàæêèé õâiñò i α− = 1.5.

Ðèñ. 6. Ðåëàêñàöiÿ Äåáàÿ (çëiâà) òà Åðëàíãà (ñïðàâà). Ïàðàìåòðè: (1) λ+=0.5, λ−=1;
(2) λ± = 1; (3) λ+=1, λ−=0.5.
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Âèñíîâêè

• Âïåðøå äîñëiäæåíî ïðîöåñ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi, ùî
õàðàêòåðèçóþòüñÿ âàæêèìè õâîñòàìè ðîçïîäiëó äîâæèí ñòðèá-
êiâ âèïàäêîâèõ áëóêàíü òà íàäâàæêèìè õâîñòàìè ðîçïîäiëó
÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè. Çíàéäåíî òà ïðîâåäåíî ïîâíó êëà-
ñèôiêàöiþ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi òà âiäïîâiäíèõ ¨ì
ìàñøòàáóþ÷èõ ôóíêöié ÷àñó â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ çà-
çíà÷åíèõ ðîçïîäiëiâ.

• Îòðèìàíî ðÿä àëüòåðíàòèâíèõ ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íèõ ãó-
ñòèí éìîâiðíîñòi äëÿ ìàñøòàáîâàíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi. Çà ¨õ äî-
ïîìîãîþ äåòàëüíî äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ó ÷àñi ïîâåäiíêó
îòðèìàíèõ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi. Êðiì òîãî, ïðîâåäå-
íî ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü, ùî ïiäòâåðäèëî
iñíóâàííÿ óñiõ òèïiâ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí, ïåðåäáà÷åíèõ òåîðå-
òè÷íî.
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Âèñíîâêè (ïðîäîâæåííÿ)

• Ïîáóäîâàíî ìîäåëü ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ
ñèñòåìàõ, ñòðóêòóðíi åëåìåíòè ÿêèõ åâîëþöiîíóþòü íåçàëåæ-
íî îäèí âiä îäíîãî ó âiäïîâiäíîñòi ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì.
Îòðèìàíî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ ðåëàêñàöiþ â òà-
êèõ ñèñòåìàõ. Çà éîãî äîïîìîãîþ âïåðøå âèçíà÷åíî òà êëà-
ñèôiêîâàíî àíîìàëüíi àñèìïòîòè÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ äëÿ äà-
íèõ ñèñòåì ïðè íàÿâíîñòi âàæêèõ òà/àáî íàäâàæêèõ ðîçïîäiëiâ
÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè â äîçâîëåíèõ ñòàíàõ.

• Çíàéäåíî òî÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ,
äëÿ ÿêèõ ÷àñ ïåðåáóâàííÿ ¨õ ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ ó �âåðõ-
íüîìó� òà �íèæíüîìó� ñòàíàõ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ (1) åêñïîíåí-
öiàëüíèìè ðîçïîäiëàìè, (2) ðîçïîäiëàìè Åðëàíãà, (3) ðîçïîäi-
ëàìè Ìiòòàã-Ëåôôëåðà òà (4) îäíîñòîðîííiìè ðîçïîäiëàìè
Ëåâi. Óñi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì, ÿê òî÷íi, òàê i
àñèìïòîòè÷íi, ïiäòâåðäæåíi øëÿõîì ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ.
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