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Метою роботи є розв’язання низки актуальних проблем сучасного комплексного
аналiзу, з акцентом на новiтнi тенденцiї та пiдходи вцiй областi математики.
Дана робота спрямована на розробку питань комплексного аналiзу, теорiї
аналiтичних функцiй, теорiї конформних вiдображень та їх узагальнень,
екстремальних задач теорiї аналiтичних функцiй, варiацiйних, симетризацiйних,
екстремально-метричних методiв аналiзу та їх застосування до проблем
геометричної i конструктивної теорiї функцiй, до багатовимiрного комплексного
аналiзу, до крайових задач аналiтичних функцiй комплексної i гiперкомплексної
змiнної, дослiдження диференцiальних, локальних, асимптотичних i граничних
властивостей, якi задовольняють модульнi оцiнки.

Об’єкти дослiдження – функцiонали, якi заданi або на класах однолистих
функцiй, або на класах вiдкритих множин розширеної комплексної площини,
плоскi i просторовi вiдображення зi скiнченним спотворенням, класи
диференцiйовних функцiй зi значеннями в асоцiативних (комутативних i
некомутативних) алгебрах i в нескiнченновимiрних топологiчних векторних
просторах.
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Основнi напрями дослiджень:
– Екстремальнi задачi геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної (П.
Кьобе, Л. Бiбербах, Т. Гронуолл, М. Шиффер, М.О. Лаврентьєв, Г. Пойя, Г.
Сегьо, Г. Ґрьотш, О. Тейхмюллер, Л. Альфорс, Г.М. Голузiн, К. Льовнер, П.П.
Куфарев, М.В. Келдиш, А. Шеффер, Д. Спенсер, Дж.А. Дженкiнс, Н.А.
Лєбєдєв, В.К. Хейман, П.М. Тамразов, К. Померенке, З. Нехарi, Ю.Е. Аленiцин,
I.Є. Базiлевич, I.А. Александров, I.П. Мiтюк, О.К. Бахтiн, В.А. Шлик, К.
Фiтцджеральд, П. Дюрен, Е. Бомбьєрi, А. Бернстайн, К.I. Бабенко, В.Я.
Гутлянський, С.Л. Крушкаль, В.Г. Шеретов, Г.В. Кузьмiна, В.М. Дубiнiн, Д.В.
Прохоров, А.Ю. Солинiн, Є.Г. Ємельянов, А.Ю. Васильєв)

– Теорiя вiдображень (Е. Бельтрамi, K. Гаус, Д. Гiльберт, Ж. Лiувiль, А.
Пуанкаре, Б. Рiман, Г. Шварц, К.Астала, Е. Вiлламор, С. Водоп’янов, Ф. Герiнг,
Т. Iванець, П. Коскела, Дж. Манфредi, Дж. Мартiн, О.Мартiо, Дж. Оннiнен, У.
Сребро, С. Хенкл, I. Холопаiнен, Е. Якубов)

– Аналiтичнi функцiї комплексної змiнної (В. Гамiльтон, А. Келi, Дж. Гревс, В.
Клiффорд i П. Тайта, Ч. Джолi, Ф. Хаусдорф, Г. Мойсiла, Н. Теодореско, Р.
Фуетера, К. Куллiна, А. Садберi, Дж. Раяна, К. Гюрлебека i В. Шпрьоссiга, В.
Кравченка й М. Шапiро, Г. Льойтвiлера, С. Бернштейн, Ф. Коломбо, I. Сабадiнi,
Д. Струпп, П. Кетчум, Д. Вагнер, Дж. Ворд, Е. Лорх, Е. Блюм, М. Рошкулец,
К. Кунц, I. П. Мельниченко, В. Ф. Ковальов, С.А. Плакса)
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Екстремальнi задачi геометричної теорiї функцiй

Актуальнiсть напрямiв дослiдження

Екстремальнi задачi на класах голоморфних функцiй – це один iз
найважливiших напрямiв геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної.
1934 М.О. Лаврентьєв: |f ′1(0)| · |f

′
2(0)|6 |a1−a2|2.

1951 Г.М. Голузiн:
3
∏

k=1
|f ′k (0)|6

64
81
√

3
· |a1−a2| · |a1−a3| · |a2−a3|.

1997 Г.В. Кузьмiна:
4
∏

k=1
|f ′k (0)|6

9
4

8
3
(|a1−a2| · |a1−a3| · |a2−a3| · |a1−a4| · |a2−a4| · |a3−a4|)

2
3 .

1998 В.М. Дубiнiн:
5
∏

k=1
|f ′k (0)|6 4

11
3 ·3− 3

4 ·5−
25
6

(
∏

16k<p65
|ak −ap|

) 1
2

.

n > 5 – ???

(a) (b) (c) (d)
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Екстремальнi задачi геометричної теорiї функцiй

ЕКСТРЕМАЛЬНЕ РОЗБИТТЯ КОМПЛЕКСНОЇ ПЛОЩИНИ З ВIЛЬНИМИ
ПОЛЮСАМИ НА ОДИНИЧНОМУ КОЛI

Проблема.

(В.М. Дубiнiнa.) За всiх значень параметра γ ∈ (0,n] показати, що максимум
функцiонала

In(γ) = r γ (B0,0)
n

∏
k=1

r (Bk ,ak ) ,

де B0, B1, B2, ..., Bn, n > 2, — областi,
що взаємно не перетинаються, в C, a0 = 0, |ak |= 1,
k = 1,n, r (B,a) – внутрiшнiй радiус областi B вiдносно
точки a, досягається для конфiгурацiї iз областей
Bk i точок ak , якi володiють n-кратною симетрiєю.

aV.N.Dubinin. Condenser capacities and symmetrization in geometric function theory,
Birkhuser/Springer, Basel, 2014, 344 p.
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Екстремальнi задачi геометричної теорiї функцiй

Теорема 1.a

aBakhtin A.K., Denega I.V. Extremal decomposition of the complex plane with free poles //
Journal of Mathematical Sciences, 2020, V. 246, No. 1, P. 1–17.

Нехай γ ∈ (1, 2]. Тодi для довiльних рiзних точок a1 i a2 одиничного кола i
довiльних областей, що взаємно не перетинаються, B0, B1, B2, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
a1 ∈ B1 ⊂ C, a2 ∈ B2 ⊂ C, справедлива нерiвнiсть

r γ (B0,0) r (B1,a1) r (B2,a2)6 4
γ

γ

2(
1− γ

4
)2+ γ

2

(
1−

√
γ

2

1+
√

γ

2

)2
√

γ (
1
2
|a1−a2|

)2−γ

. (1)

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0, a1, a2 i областi B0, B1,
B2 є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =− (4− γ)w2 + γ

w2(w2−1)2 dw2. (2)

Зауваження 1.

Iз теореми 1 випливає повний розв’язок проблеми для n = 2.

() Екстремальнi проблеми i алгебраїчно-аналiтичнi методи комплексного та гiперкомплексного аналiзу7 / 20



Екстремальнi задачi геометричної теорiї функцiй

Теорема 2.a

aBakhtin A.K., Denega I.V. Extremal decomposition of the complex plane with free poles //
Journal of Mathematical Sciences, 2020, V. 246, No. 1, P. 1–17.

Нехай n ∈ N, n > 3, γ ∈ (1,
√

n]. Тодi для будь-якої системи рiзних точок
An = {ak}nk=1 одиничного кола i будь-якого набору областей, що взаємно не
перетинаються, B0, Bk , a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1,n, справедлива
нерiвнiсть

r γ (B0,0)
n

∏
k=1

r (Bk ,ak )6 r γ (D0,0)
n

∏
k=1

r (Dk ,dk ) , (3)

де dk , Dk , k = 0,n, d0 = 0, є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями
квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =− (n2− γ)wn + γ

w2(wn−1)2 dw2. (4)

(e) (f)
() Екстремальнi проблеми i алгебраїчно-аналiтичнi методи комплексного та гiперкомплексного аналiзу8 / 20



Теорiя вiдображень

Теорiя вiдображень – це добре розвинена частина сучасного математичного
аналiзу. У цiй теорiї особливу увагу придiляють конформним вiдображенням,
якi знайшли численнi важливi застосування у теорiї унiформiзацiї, теорiї
потенцiалу, математичнiй фiзицi, гiдродинамiцi, аеродинамiцi, електростатицi й
магнiтостатицi.

1. квазiконформнi вiдображення (Г. Грeч, М.О. Лаврентьєв, Ч. Моррi);
2. вiдображення iз обмеженим спотворенням за Решетняком (квазiрегулярнi
вiдображення) (О. Мартiо, С. Рiкман, Ю. Вяйсяля);
3. вiдображення зi скiнченним спотворенням за Iванцем, характеристики яких
вже не є обмеженими в областi визначення, а лише скiнченними майже скрiзь;
4. вiдображення iз обмеженим iнтегралом Дiрiхле (Г.Д. Суворов).

Актуальнi проблеми:

встановлення мiнiмальних умов, достатнiх для диференцiйовностi вiдображень
майже скрiзь;
встановлення оцiнок спотворення мiри множин i вiдстаней при вiдображеннях;
дослiдження локальної, асимптотичної i граничної поведiнки вiдображень;
застосування квазiконформних вiдображень i їхнiх узагальнень до дослiдження
властивостей вiдображень зi класiв Соболєва й Орлiча-Соболєва.
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Аналiтичнi функцiї комплексної змiнної

Природним i напрочуд ефективним засобом дослiдження плоских потенцiальних
полiв є аналiтичнi функцiї комплексної змiнної. Багатство цiєї теорiї й
ефективнiсть її застосувань у рiзних галузях науки спонукають математикiв до
розвитку подiбних теорiй у багатовимiрних просторах.

Гiперкомплексний аналiз як узагальнення класичного комплексного аналiзу на
функцiї, що дiють у багатовимiрних алгебрах дозволяє будувати теорiї, подiбнi
до теорiї аналiтичних функцiй комплексної змiнної. Головний метод розвитку
некомутативного гiперкомплексного аналiзу базується на факторизацiї
диференцiальних операторiв у вище зазначених алгебрах. На даний час вiдомi
факторизацiї операторiв Лапласа, Гельмгольца, Клейна-Гордона у алгебрах
кватернiонiв, антикватернiонiв, бiкомплекснiй та клiффордовiй.

Некомутативний гiперкомплексний аналiз має два серйознi недолiки:

гiперголоморфнi функцiї не утворюють функцiональну алгебру, що обмежує
можливостi застосування данихгiперголоморфних функцiй;
не має чiткої i точної процедури побудови згаданих гiперголоморфнихфункцiй.
Природний шлях подолання цих труднощiв некомутативного гiперкомплексного
аналiзу полягає у розглядi комутативних алгебр зi спецiальними базисами, що
дають змогу будувати розв’язки заданих диференцiальних рiвнянь в частинних
похiдних у виглядi компонент моногенних функцiй.
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Цитування провiдних науковцiв з даної тематики
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Основнi результати роботи.

В роботах на базi новiтнiх фундаментальних досягнень у теорiї функцiй,
комплексному аналiзi та теорiї вiдображень дослiджено ряд актуальних проблем
про екстремальне розбиття комплексної площини, знайдено новi пiдходи до
розв’язання цих проблем i одержано ряд нових результатiв у складних
вiдкритих проблемах, над якими працюють математики в багатьох країнах
свiту. Отриманi результати вiдкривають новi перспективи для подальшого
дослiдження цих проблем. Зокрема, в роботi отримано такi результати:

– розв’язано вiдкриту проблему про знаходження максимуму добутку
внутрiшнiх радiусiв двох областей вiдносно точок одиничного кола на степiнь γ

внутрiшнього радiуса областi вiдносно початку координат при довiльному
γ ∈ (0,2 ] за умови, що всi три областi попарно не перетинаються, й доведено
узагальнення цього результату;

– одержано ефективнi оцiнки зверху добуткiв внутрiшнiх радiусiв взаємно
неперетинних областей з фiксованими полюсами вiдповiдних квадратичних
диференцiалiв на (n,m)-променевих системах точок комплексної площини як
при будь-яких значеннях степеня γ ∈ (0, nm] внутрiшнього радiуса областi, що
мiстить нульову точку, так i для степеня γ ∈ R+ внутрiшнiх радiусiв областей
вiдносно початку координат i нескiнченно вiддаленої точки;
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– отримано оцiнки зверху добуткiв внутрiшнiх радiусiв областей, що взаємно не
перетинаються, у випадках, коли полюси вiдповiдних квадратичних
диференцiалiв розмiщенi на одиничному колi чи на довiльнiй прямiй, i в разi,
коли областi симетричнi вiдносно одиничного кола; встановлено умови, за яких
структура точок i областей неiстотна; доведенi оцiнки функцiоналiв дозволили
знайти сильнiшi результати в точних розв’язках вiдкритих екстремальних
проблем про взаємно неперетиннi областi;

– отримано нижнi оцiнки об’єму образу кулi для гомеоморфних вiдображеннях
вiдносно неконформного модуля в багатовимiрному евклiдовому просторi;

– дослiджено поведiнку на нескiнченностi кiльцевих гомеоморфiзмiв вiдносно
неконформного модуля;

– для регулярних гомеоморфних розв’язкiв класу Соболєва W 1,2
loc нелiнiйного

рiвняння Бельтрамi встановлено асимптотичнi оцiнки степеневого характеру в
термiнах нижньої границi. Отримано точнi оцiнки площi образу круга, та, як
наслiдок, отримано екстремальний аналог вiдомої леми Iкоми-Шварца.
Побудовано розв’язки, на яких досягаються отриманi оцiнки. Знайдено достатнi
умови локальної гельдеровостi та скiнеченної лiпшицевостi регулярних
гомеоморфних розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Бельтрамi;
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– отримано представлення (конструктивний опис) моногенних функцiй,
визначених в областях спецiальних пiдпросторiв довiльної скiнченновимiрної
комутативної асоцiативної алгебри над полем C, зi значеннями в цiй алгебрi за
допомогою голоморфних функцiй комплексної змiнної;

– доведено аналоги iнтегральних теорем (iнтегральна теорема Кошi для
криволiнiйного i поверхневого iнтегралiв, iнтегральна формула Кошi, теорема
Морера) для моногенних функцiй зi значеннями в довiльнiй скiнченновимiрнiй
комутативнiй асоцiативнiй алгебрi;

– встановлено зв’язок мiж моногенними функцiями зi значеннями в алгебрах,
що утворюють послiдовнiсть розширень комутативних алгебр певного класу, й
запропоновано пiдхiд до побудови нескiнченновимiрних сiмей розв’язкiв лiнiйних
однорiдних диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими
коефiцiєнтами за допомогою вказаних моногенних функцiй;

– доведено аналоги iнтегральних теорем (теорема i формула Кошi, теорема
Морера) для моногенних функцiй зi значеннями в нескiнченновимiрнiй
комутативнiй алгебрi i топологiчному векторному просторi з комутативним
множенням, асоцiйованих iз тривимiрним рiвнянням Лапласа;

() Екстремальнi проблеми i алгебраїчно-аналiтичнi методи комплексного та гiперкомплексного аналiзу14 / 20



– введено клас кватернiонних G-моногенних вiдображень i отримано їх
представлення (конструктивний опис) за допомогою голоморфних функцiй
комплексної змiнної. Доведено аналоги iнтегральних теорем для вiдображень
цього класу;

– встановлено спiввiдношення мiж вiдомими класами кватернiонних
диференцiйовних функцiй i функцiй, аналiтичних за Хаусдорфом, а також
встановлено зв’язок мiж вiдомими означеннями похiдних i похiдною за
Хаусдорфом;

– розроблено метод побудови At -гiперголоморфних функцiй, що належать ядру
оператора Дiрака, в узагальнених алгебрах Келi–Дiксона;

– перенесено деякi з результатiв, отриманих ранiше для випадку комплексної
площини, на випадок n-вимiрного комплексного простору.
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Робота складається з 94 наукових праць,

опублiкованих у 2013–2020 роках, серед яких 62 статтi у провiдних вiтчизняних
та мiжнародних фахових виданнях та 32 тез конференцiй. У мiжнародних
журналах опублiковано 41 статтю, з яких 34 статтi в англомовних журналах з
iмпакт-фактором.

Усi публiкацiї є реферованими.

У мiжнароднiй наукометричнiй базi даних Google Scholar 274 цитувань, h-iндекс
= 11; у базi даних SCOPUS 34 публiкацiї, 89 цитувань, h-iндекс = 6; у базi даних
Web of Science 18 публiкацiй, 40 цитувань, h-iндекс = 4.

() Екстремальнi проблеми i алгебраїчно-аналiтичнi методи комплексного та гiперкомплексного аналiзу16 / 20



Видання, у яких опублiкованi роботи, включенi до циклу праць

(g) (h) (i) (j)

(k) (l) (m) (n)
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Вибранi виступи на конференцiях, школах

– Hypercomplex Seminar 2016: (Hyper)Complex and Harmonic Dynamical Modelling
vs. Special Ternary or Quaternary Nanostructures and Related Problems (30 years of
the direct cooperation agreement Lodz – Paris VI), June 30 – July 7, 2016,
Mathematical Conference Center at Bedlewo (Poland);
– 9th Elgersburg School 2017 "Control theory of digitally networked dynamic
systems, Optimal control techniques" , March 26 – April 1, 2017, Elgersburg
(Germany);
– Workshop "Young Women in Geometry" , April 3–5, 2017, Bonn (Germany);
– Hypercomplex Seminar 2017: (Hyper)Complex and Harmonic Dynamical
Modelling: Topology in Physics of Dynamical Systems and Molecular Nanoengines
(30 years of the direct cooperation agreement Lodz [University and Lodz Society of
Sciences and Arts] – Kyiv [National Academy of Sciences of Ukraine]), July 22–29,
2017, Mathematical Conference Center at Bedlewo (Poland);
– World Meeting for Women in Mathematics, July 31, 2018, Rio de Janeiro (Brazil);
– International Congress of Mathematicians, August 1–9, 2018, Rio de Janeiro
(Brazil);
– International Conference "Harmonic analysis and approximations" , September
16–22, 2018, Tsaghkadzor (Armenia);
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– 4th AMMODIT Conference, March 19–23, 2018, Malekhiv (Lviv region, Ukraine);
– Hypercomplex Seminar 2018: (Hyper)Complex Analysis in Differential Equations,
Geometry and Physical Applications, July 22 – July 29, 2018, Mathematical
Conference Center at Bedlewo (Poland);
– Hypercomplex Seminar 2019: (Hyper)Complex Analysis in Differential Equations,
Geometry and Physical Applications (including (de)composition problems of binary
up to senary structures in alloy and polymer physics), July 07 – July 14, 2019,
Mathematical Conference Center at Bedlewo (Poland);
– 10th ISAAC Congress, August 3–8, 2015 Macau (China);
– 11th ISAAC Congress, August 14–18, 2017, Vaxjo (Sweden);
– 12th ISAAC Congress, July 29 – August 2, 2019, Aveiro (Portugal);
– Bogolyubov Kyiv Conference "Problems of theoretical and mathematical physics" ,
September 24–26, 2019, Kyiv (Ukraine);
– International Conference on Mathematical Analysis and Its Applications,
December 14–16, 2019, New Delhi (India);
– Two days International Webinar "Artificial Intelligence and Machine Learning" ,
Department of Computer Science, Baba Farid College, July 7–8, 2020, Bathinda
(India);
– Virtual Heidelberg Laureate Forum, September 21–25, 2020, Heidelberg (Germany);
– International e-Conference on Nonlinear Analysis and its Applications, Department
of Mathematics, Dayanand Science College, July 27–29, 2020, Latur (India).
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Рис.: International Conference on Mathematical Analysis and Its Applications, South Asian
University, New Delhi (India), 2019, Iрина Денега

ДЯКУЄМО ЗА УВАГУ!
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