РЕФЕРАТ
циклу наукових праць
«МОДЕЛЮВАННЯ ТА МЕТОДИ АНАЛІЗУ НАПРУЖЕНОГО СТАНУ НЕОДНОРІДНИХ ТІЛ З ДЕФЕКТАМИ СТРУКТУРИ»
авторського колективу у складі
кандидата фіз.-мат. наук, наукового співробітника Токового Ю.В.,

кандидата фіз.-мат. наук, старшого викладача Пастернака Я.М.,

математика І-ї категорії Васільєва К.В.,

математика І-ї категорії Рабоша Р.В.
Вирішення проблеми зниження матеріаломісткості елементів конс​трук​цій та споруд за одночасного підвищення їх функціональної ефективності є од​​нією з найважливіших запорук прогресу у багатьох галузях економіки. Ці пи​​тання є важливими у авіа-, ракетобудівній та космічній техніці, тепловій та атомній енер​гетиці, машино- та приладобудуванні, будівельній галузі та ін. Тому роз​ра​хунок та оптимізація напружено-деформованого стану кон​струк​цій чи їх еле​ментів, що становить основу прогнозу їх міцності та надійності, є ак​ту​аль​ною науково-технічною проблемою. 

Дослідження термомеханічної поведінки неоднорідних структур, що функціонують в умовах агресивних середовищ під дією інтенсивних теплових, силових та електро​ме​ханічних навантажень, привертають дедалі більше уваги спеціалістів як академічної сфери, так і інженерів, що зай​маються запро​вад​женням новаторських ідей у виробництві зав​дяки дедалі ширшому запровадженню тіл фізично-неоднорідної структури у якості елементів конструкцій, деталей машин, протезів та імплантантів, пред​метів побуту тощо. Зокрема це пов’язано з розвитком концепції функціонально-градієнтних матеріалів та новітніх тех​но​ло​гій щодо формування неод​но​рід​них структур із наперед заданим розподілом тепло​фі​зич​них та механічних характеристик, що інтенсивно запроваджуються та до​слід​жуються у на​у​ко​вих та виробничих центрах у цілому світі. На​сам​пе​ред це сто​сується Японії та Сполучених Штатів, де розвиток вказаних техно​ло​гій на​був особливого значення у зв’язку розширенням наприкінці минулого століття програм освоєння космосу та потребою моделювання елементів кон​струк​цій, які володіють високими показниками міцності та термоопору і не втрачають функ​ціональ​ності при значних перепадах температури. Нові теоре​тич​ні та технологічні розробки були також запропоновані у Швейцарії, Вели​кій Британії, Німеччині, Італії та інших країнах, зокрема в Україні. Про ве​ли​кий інтерес до даної тематики в академічній та прикладній сферах свідчать регулярні про​ве​ден​ня спеціальних конференцій, конгресів та симпозіумів, започаткування фа​хо​вих періодичних видань та видання дослідницьких монографій, що при​свя​че​ні виключно цим проблемам.

Розвиток моделей та методів дослідження термомеханічної поведінки не​однорідних структур пов’язаний зі значними труднощами фізичної та мате​ма​тич​ної природи. У математичному плані ці труднощі насамперед викликані по​требою розв'язання нелінійних рівнянь чи диференціальних рівнянь зі змінними коефіцієнтами, які не завжди вдається розв'язати аналітично, навіть коли характеристики матеріалу залежать лише від однієї з просторових коор​ди​нат. Відомі на сьогодні методи подолання цієї проблеми полягають у: i) застосуванні наближених чи варіаційних підходів, що дозволяє спростити формулювання задач; ii) використанні лінеаризаційних алгоритмів для спрощення процесу розв’язування; iii) переході від реального об’єкту дослідження до дещо простішого (як, наприклад, заміна неперервно-неоднорідного тіла багатошаровим композитом);  iv) розвитку методів, які ефективні для деяких конкретних і доволі обмежених у своїх варіаціях способів задавання розподілів неоднорідності; v) застосуванні числових методів. Проте, вказані підходи, вочевидь, не можуть задовольнити сучасні потреби у даній галузі, основною з яких є визначення оптимального розподілу характеристик матеріалів для забезпечення тих чи інших функціональних показників конструкції в цілому, а також оптимальне керування термонапруженим станом. З цієї точки зору визначення напружено-деформованого стану не є кінцевою метою досліджень, а лише проміжним етапом, який повинен надати для подальшого застосування зручний точний аналітичний розв’язок прямої задачі, який  задовольняє вихідним умовам, основоположним принципам та моделям механіки деформівного твердого тіла та має форму явної функціональної залежності від факторів навантаження та характеристик матеріалу.

Метою наукових праць, що увійшли до даного циклу, визначено розробку
· ефективних методів розрахунку та аналізу напруженого стану у структурно-неоднорідних тілах за різних типів навантажень; 

· математичних моделей та засобів аналізу двовимірного (плос​ко​го, антиплоского та осесиметричного) напружено-деформованого стану та параметрів оцінювання граничного стану пружних тіл із тонкими елементами геометрії та структури матеріалу;

· методів дослідження та аналізу напружено-деформованого стану кусково-однорідних тіл із тонкими стрічковими та ламаними неод​но​рід​нос​​тями;
· ефективних методів аналізу напружено-деформованого стану у пружних тілах поблизу країв гострокінцевого тонкого прямолінійного п’єзоелек​трич​ного включення змінної товщини та низької жорсткості;

Поданий на конкурс цикл праць складається з 30 публікацій, у числі яких 19 статей у фахових виданнях та 11 публікацій у матеріалах наукових конференцій, симпозіумів та конгресів. Зокрема, 6 статей опубліковані у міжнародних журналах (Engineering Analysis with Boundary Elements, Jоurnal of Thermal Stresses, Mathematical Modelling and Analysis, Journal of Engineering Mathematics, International Journal of Solids and Structures, Archive of Applied Mechanics), які реферуються у базі SCOPUS, загальна кількість цитувань 28, індекс цитування h = 3. Низка робіт опублікована у неперіодичних та перекладених виданнях, які також прореферовані у системі SCOPUS (Material Sciences (Фіз.-хім. Механіка матеріалів), International Journal of Mathematics (Мат. методи та фіз.-мех. поля), Direct and Inverse Problems of Electromagnetic and Acoustic Wave Theory).
Відповідно до визначеної мети у циклі праць простежуються декілька основних напрямків, які охарактеризовано нижче.
Методи аналізу напруженого стану структурно-неоднорідних тіл із довіль​ною залежністю характеристик матеріалу від координати місця точки

Ефективний розвиток моделей та методів дослідження напруженого та термо​на​пру​же​ного стану елементів конструкцій, що функціонують в умовах високо-інтенсивних си​ло​вих та теплових навантажень, вимагає урахування широкого спектру властивостей ма​те​ріалів, з яких виготовлені ці елементи. Зокрема це стосується врахування залежностей пружних, пластичних та теплофізичних властивостей матеріалів від просторових ко​ор​ди​нат і пов’язаного з цим розвитку моделей неоднорідного та тер​мочутливого матеріалу. З огляду на це важливим завданням дослідників академічної та інженерно-практичної сфери є розробка аналітично-числових та теоретико-експериментальних методик визначення не​ста​ціонарних температурних полів та спричинених ними напружень в елементах кон​струк​цій, виготовлених з неоднорідних та термочутливих матеріалів. Тому загострюється по​треба у побудові аналітичних розв’язків відповідних задач теплопровідності та ме​ха​ні​ки деформівного твердого тіла, які би максимально спростили аналіз напруженого та на​пру​жено-деформованого стану у рамках прямих задач, а також мали вигляд явних функціональних залежностей від факторів навантажень, забезпечуючи зручне ви​ко​рис​тання у ході подальших інженерних досліджень.

З метою побудови точних аналітичних розв’язків двовимірних задач теорії пруж​нос​ті та термопружності для неоднорідних матеріалів Ю.В.Токовим запропоновано та роз​ви​нуто ефективний метод інтегрування рівнянь теорії пружності та термопружності в на​пру​​жен​нях за довільної залежності характеристик матеріалу від координати місця точки. За вихідні беруться співвідношення першої основної задачі лінійної термо​пруж​ності з урахуванням залежності теплофізичних та пружних харак​те​рис​тик матеріалу від координат. За допомогою безпосереднього інтегрування рівнянь рівноваги встановлю​ють​ся вирази, що пов’язують усі компоненти тензора напружень із певними напруженнями, які вибрано за визначальні. З використанням запропонованої методики вихідні рівняння задачі зводяться до диференціальних рівнянь в частинних похідних другого порядку для визначальних напружень. З викорис​танням співвідношень між компонентами тензора напружень та визначальними напруженнями система крайових умов, заданих для на поверхні тіл, зводиться до еквівалентної системи крайових та інтегральних умов для визначальних напружень. З використанням відповідного інтегрального перетворення, вибір якого обумовлений формою досліджуваної області, ключові рівняння у свою чергу зводяться до ключових інтегральних рівнянь типу Вольтерра другого роду. Це обумовлює існування і єдність отриманих розв’язків поставлених задач. 

Для побудови розв’язків ключових інтегральних рівнянь застосовуються відомі адап​то​вані методики, які вибираються у залежності від потреби, поставленої при розв’язанні вихідної задачі. Якщо за мету ставиться розрахунок напруженого стану неоднорідного тіла за заданих факторів впливу та варіацій характеристик матеріалу за просторовими координатами, ефективно застосовується метод послідовних наближень Пікара. Якщо ж за мету поставлено визначення оптимального розподілу характеристик матеріалу в залежності від координати місця точки, або розв’язування обернених задач термопружності, то для побудови розв’язків ключових інтегральних рівнянь вигідно застосовується метод резольвентного ядра. За такого підходу вдається побудувати розв’язок у  вигляді явної функціональної залежності від факторів навантаження та властивостей матеріалу, що відкриває широкі можливості у застосуванні таких розв’язків. Після визначення визначальних напружень в описаний спосіб, здійснюється побудова решти компонент тензора напружень за згаданими виразами, отриманими інтегруванням рівнянь рівноваги. 

Переваги цього методу над відомими полягають у наступному:

· ключовим положенням даного підходу є використання співвідношень між на​пру​жен​нями, отриманих на основі рівнянь рівноваги, які не залежать від властивостей мате​ріалу. Це дозволяє зручно поширити методики дослідження напружень в однорідних тілах на випадок неоднорідних;

· з математичної точки зору застосування цього методу не накладає обмежень на характер розподілу характеристик матеріалу за координатами, для опису яких достатньо керуватися лише фізичними критеріями, зокрема тим, щоби вибрані характеристики не виводили за рамки моделі деформівного тіла;

· застосування методики зведення до інтегральних рівнянь дозволяє отримати ядро ключових інтегральних рівнянь Вольтерра у вигляді залежностей лише від характер​рис​тик матеріалу. При цьому ядро не залежить від факторів навантажень. Це дає змогу аналізу ефектів різних типів силових та теплових навантажень на основі ключового інтегрального рівняння, встановленого для певної області з визначеними пружними та термопружними характеристиками;

· застосування методу резольвентного ядра дозволяє знайти розв’язок у вигляді явної функціональної залежності від факторів навантажень та властивостей матеріалу. При цьому форма розв’язку є подібною до отриманої із застосуванням функції Гріна (функції впливу), з тією перевагою, що дана методика визначає конструктивний алгоритм побудови резольвентного ядра для довільних ха​рак​те​рис​тик матерілу;

· розвинутий метод є фізично прозорим і математично строгим, що значно спрощує його засвоєння й ви​ко​рис​тання, порівняно з відомими в теорії пружності методами, а отже, його те​о​ре​тичні та прикладні аспекти можуть використовуватися у навчальному про​цесі при підготовці фахівців у галузі механіки деформівного твердого тіла.

Математичні моделі та методи аналізу двовимірного (плос​ко​го, анти​плос​кого та осесиметричного) напружено-деформованого стану та па​ра​метрів оціню​вання гра​нич​ного стану пружних тіл із тонкими елементами геометрії та структури матеріалу.

Комбінуючи методи рядів, конформних відображень та інтегральних рівнянь у працях Я.М. Пастернака розроблено алгоритм розв’язування плоских задач теорії пруж​ності для необмеженого середовища із пружним включенням практично довіль​ної форми, придатний також для дослідження тіл із тонкими включеннями. Ком​плекс​ні потенціали для включення записані у вигляді скінченних сум рядів, а відпо​від​ні потенціали для матриці визначено із інтегральних рівнянь за умови рівності векторів зусиль, що передаються через межу з боку включення та матриці. Невідомі комплексні сталі включення визначено із умови рівності N перших гармонік для переміщень межі включення та матриці у відображеній на одиничне коло області. Для надійного й ефективного контролю точності розв’язку як параметр використано міру задовольнення крайових умов на переміщення на межі включення-матриця. З’ясовано, що вже відносно невеликої кількості членів 
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 використаних розвинень комплексних потенціалів для включення достатньо для доволі точного (похибка менше 2%) опису його напружено-деформованого стану. У випадку включення еліптичної форми розроблений алгоритм дає обумовлений принципом поліноміальної консервативності точний аналітичний розв’язок задачі.

Для ефективного дослідження областей складної форми із тонкими отворами та включеннями розроблено регуляризаційний підхід обчислення майже-сингу​ляр​них інтегралів, що виникають під час дослідження антиплоскої деформації пружних анізотропних тіл із тонкими структурами за допомогою методу граничних елементів (МГЕ). Для регуляризації використано метод накладання елементарного розв’язку задачі. Останній вибрано у формі переміщень, що відповідають однорідному напру​же​но​му стану. Накладаючи інтегральне подання цього розв’язку на інтег​раль​не рівняння задачі отримано рівняння, в якому регуляризовано сингулярний інтеграл, а також ураховано новий член 
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, що з’являється внаслідок процедури обчислення майже-сингулярних інтегралів. У числовій схемі 
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 виявляється поправкою, що враховує тонкостінність і регуляризує майже-сингулярний інтеграл, а також може служити мірою точності побудованого розв’язку.

Також розглянуто плоску задачу теорії пружності тіл із тонкими елементами геометрії та структури. Аналогічно до антиплоскої задачі для регуляризації син​гу​ляр​них та майже-сингулярних інтегралів використано метод накладання елементар​ного розв’язку. У результаті цієї регуляризаційної процедури отримано інтегральне рівняння задачі, в якому поправкова функція 
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 враховує тонкостінність області дослідження. 
Накладанням розв’язків у формі поліному отримано регуляри​зо​вані інтеграль​ні рівняння осесиметричної задачі теорії пружності стосовно переміщень та напру​жень. У запропонованих рівняннях регуляризовано сингулярні та гіперсингу​ляр​ні інтеграли. Завдяки такій регуляризації існує границя інтегралів, коли 
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, що дає можливість обчислювати переміщення та напруження у всьому тілі неперервно аж до межі, і на ній. Таким чином, запропоновані рівняння цілком усувають не​га​тив​ний ефект примежового шару, який є особливо небажаним під час обчислення па​ра​мет​рів оцінювання граничного стану.


Я.М. Пастернаком також розроблено ефективні методи визначення параметрів оцінювання граничного стану тіл із тонкими дефектами структури, зокрема, узагальнених коефіцієнтів інтенсивності напружень (УКІН). Розглянуто антиплоску деформацію пружних анізотропних тіл зі стрічковими пружними включеннями. Вперше отримано зв’язок J‑інтеграла із УКІН.
Для пружного тіла J‑інтеграл дорівнює швидкості звільнення потенціальної енергії деформованого тіла при трансляції (віртуальному переміщенні) точкової сингулярності вздовж осі розташування дефекту: 
[image: image6.wmf]Jl

=-¶P¶

. Із отриманого розв’язку з урахуванням домінування для жорстких включень УКІН 
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 з’ясовано, що у цьому випадку J‑інтеграл, а отже, й швидкість звільнення енергії, є від’ємними. Явище, що характеризує „зростання” абсолютно жорсткого включення, слід сприймати як стверднення невеликої зони перед ним (солідифікацію). Солідифікація стягує матеріал перед включенням, тобто на таку деформацію енергія повинна витрачатися. Тому, енергетично вигідним є лише зменшення довжини включення (наприклад, його відшарування або розм’якшення).


Для обчислення УКІН за значенням J‑інтеграла запропоновано два підходи: метод домінуючих УКІН та метод інтеграла взаємодії.В останньому підході задається множина лінійно незалежних комбінацій УКІН  допоміжної задачі, обчислюються J‑інтеграли вихідної  та допоміжної задач і їхньої суперпозиції, а відповідні УКІН визначаються з отриманих значень інтеграла взаємодії.

Також розглянуто плоску задачу теорії пружності тіл із тонкими включеннями. Доведено, що для пружного включення J‑інтеграл є інваріантним лише за умови замкнутості контура інтегрування, в тому сенсі, що точки початку і кінця контура повинні лежати на відповідних берегах включення і мати однакові абсциси. Отримано зв’язок J‑інтеграла з відповідними УКІН.

Декомпозицію на симетричну та антисиметричну складові здійснено за допо​мо​гою перетворень H. Kitagawa, H. Okamura, H. Ishikawa. Як і для антиплоскої деформації, для жорсткого включення енергетично вигідним за відсутності додат​ко​вих немеханічних чинників є зменшення його довжини.

Для визначення УКІН розроблено методи домінуючих УКІН та метод інтегра​ла взаємодії. Також розроблено відповідний підхід методу апроксимації поля на​пру​жень для визначення параметрів оцінювання граничного стану у плоскій задачі.

Я.М. Пастернаком розглянуто осесиметричну деформацію тіл обертання з тонкими пружними включеннями. Обґрунтовано можливість застосування методів визначення параметрів оцінювання граничного стану плоскої та антиплоскої задач до осесиметричної задачі. Окремо отримано зв’язок енергетичного M‑інтеграла з УКІН для осесиметричної деформації.
Досліджено плоску, антиплоску та осесиметричну задачі для різних за формою включень в обмеженій та необмеженій матриці. Побудовано відповідні графіки залежностей УКІН від відносної жорсткості включення, його геометричних характеристик, а для обмежених тіл – від розмірів матриці.

В межах держбюджетної теми „Методика розрахунку напружено-деформо​ва​но​го стану кріплень гідротурбін з урахуванням експлуатаційних дефектів” № д/р 0107U005517 (2007–2009 рр.) в рамках комплексної програми наукових до​слід​жень НАН України „Проблеми ресурсу і безпеки експлуатації конструкцій, споруд і машин” („РЕСУРС”) досліджено концентрацію напружень та КІН по​верх​невих тріщин у різьбових з’єднаннях гідроагрегатів. За допомогою регу​ляри​зо​ваних інтегральних рівнянь осесиметричної задачі теорії пружності досліджено напружений стан різьбового з’єднання. Виходячи з даних числового аналізу задачі отримано таку універсальну емпіричну залежність для інженерних обчислень коефіцієнта концентрації напружень у впадинах різьби болта.
Перевагою запропонованих інтегральних рівнянь є можливість дослідження тонкостінних елементів та неоднорідностей із надійним контролем точності отриманого розв’язку. Відповідні інтегральні подання переміщень та напружень дають можливість обчислювати ці величини у всьому тілі неперервно до межі.
Методи дослідження та аналізу напружено-деформованого стану кусково-однорідних тіл із тонкими стрічковими та ламаними неод​но​рід​нос​​тями. 

Грунтуючись на методиці побудови розв’язку задачі теорії пружності для шаруватих структур за наявності тонких стрічкових неоднорідностей, К.В. Васільєвим досліджено задачу поздовжнього зсуву двошарової структури за наявності пружних включень у кожному шарі. Методика базується на використанні методу інтегральних перетворень Фур’є, та суперпозиції розв’язків і функцій стрибків при моделюванні тонких включень. Основною проблемою задач такого типу є надзвичайна громіздкість результуючих ядер системи сингулярних інтегральних рівнянь у порівнянні із задачами для півпростору чи навіть однорідного шару з включеннями.

Загальна ідея розв’язування полягає в наступному. Напружено-деформований стан у k-му шарі можна подати у вигляді суперпозиції однорідного, породженого зовнішнім навантаженням за відсутності включень, і збуреного розв’язків. У свою чергу збурений розв’язок можна подати у вигляді суми основного збуреного розв’язку для безмежної площини з такими самими механічними властивостями та тими самими і так само розташованими включеннями, що й у k-му шарі, і збуреного коригувального, який повинен враховувати вплив сусідніх шарів, не породжуючи проте при цьому стрибків напружень і переміщень. 


Однорідний розв’язок відповідає зовнішньому навантаженню всередині смуг, задовольняє крайові умови та умови ідеального механічного контакту. Під час переходу через вісь включень 
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 він не викликає стрибків напружень та переміщень. Тому збурений розв’язок повинен задовольняти нульові крайові умови, умови ідеального механічного контакту на лініях поділу матеріалів та породжувати стрибки напружень і похідних від переміщень на 
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Задовольнивши крайові умови та умови кон​так​ту на лініях поділу матеріалів, отримано систему лінійних алгебричних рівнянь стосовно невідомих функцій 
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, роз​в’язавши яку знаходять збурений коригувальний розв’язок для смуги 
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 стосовно не​ві​до​мих функцій стрибків. Для кожного включення здійснюється перехід до локальної сис​те​ми координат і за формулою Сохоцького-Племелі знаходять граничні значення напружень на серединній лінії включення 
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. Їх підстановка в умови взаємодії матриці з вклю​чен​ня​ми породжує систему сингулярних інтег​раль​них рівнянь (ССІР) стосовно функцій стрибків, розв’язавши яку разом з додатковими умовами рівноваги кожної неоднорідності і однозначності переміщень при обході навколо неї, остаточно визначають поля напружень і переміщень у довільній точці пакету смуг. 
К. В. Васільєвим також виведено узагальнені умови взаємодії для пружного стріч​ко​во​го включення із заданими на берегах неоднорідності певними додатковими напру​жен​ня​ми [image: image13.wmf](
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Перевагою даного методу є можливість досліджувати в рам​ках одного підходу як тріщини, навантажені певними напруженнями, так і абсолютно жорсткі включення за заданих переміщень берегів неоднорідності. За таких обставин можна стверджувати, що між включенням та матрицею існує неідеальний механічний контакт і умови такого контакту матимуть вигляд 
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Запропоновано також ефективну схему розв’язування результуючих ССІР для ша​ру​ва​тих структур, яка полягає в ефективному розкладі ядер інтегральних рівнянь в ряди за функціями Бесселя та поліномами Чебишева та аналітико-чисельному інтегруванні.

К. В. Васільєв запропонував так званий “метод прямого вирізування” (МПВ) як засіб розв'язування задач теорії пружності для структурно-неоднорідних тіл, обмежених плоскими чи викривленими поверхнями (лініями).
Метод прямого вирізування.

Цей метод полягає у моделюванні крайових умов обмеженого тіла з включеннями за допомогою тонкостінних об’єктів – тріщин та абсолютно жорстких включень скінченних лінійних розмірів. За допомогою таких неоднорідностей необхідне обмежене тіло «вирізається» з простору із заданням крайових умов першого чи другого роду. Завдяки цьому обмежене тіло з включеннями при заданих на його межах крайових умовах моделюється задачею для простору з дещо збільшеною кількістю тонких неоднорід​нос​тей, для якого безпосередньо і розв’язується простіша ССІР збільшеного розміру. Ві​ро​гід​ність і ефективність методу була апробована на задачі для двошарової структури зі стрічковими неоднорідностями, що моделювалася кусково-однорідним простором з двома додатковими тонкими тріщинами чи абсолютно жорсткими включеннями. Цим методом також успішно досліджена задача для двоклинової структури з тріщиною.

Під час дослідження задач теорії пружності для тіл з тонкими неоднорідностями складної геометричної будови, зокрема ламаних тріщин, чи тріщин криволінійної конфігурації, отримані ядра результуючої системи сингулярних інтегральних рівнянь мають доволі складну будову. Оскільки розв’язування систем інтегральних рівнянь для довільної кількості прямолінійних (плоских в плані) неоднорідностей тепер є доволі простою і добре алгоритмізованою задачею, то запропоновано замість однієї неоднорідності, яку моделюють, зокрема для антиплоскої задачі, двома невідомими функціями стрибків, розглянути декілька неоднорідностей геометрично простішої форми (прямолінійні) зі своїми невідомими функціями стрибків.


Для прикладу реалізації ідеї розглянемо дволанкову тонку неоднорідність у нескінченному просторі за антиплоскої деформації. Вершина О розібиває її на два стрічкових включення. Кожна частина матиме свої функції стрибків напружень і похідних переміщень. Оскільки неоднорідності мають спільну точку О, а функції стрибків у своїй фізичній основі є розподіленими зосередженими силами і дислокаціями, то дві функції стрибків для кожної неоднорідності забезпечують свої значення зосередженої сили і дислокації в цій точці. Тому накладемо додаткові умови рівності нулю функцій стрибків в точці контакту О неоднорідностей, а разом з тим розмістимо у цій точці додаткову невідому наперед зосереджену силу і дислокацію. Тобто, напружений стан шукається у вигляді суперпозиції розв’язків для двох включень та дії невідомих зосередженої сили і дислокації у точці 
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 контакту неоднорідностей. 

Відповідно до формули Сохоцького-Племелі знаходимо напруження на верх​ньо​му і нижньому берегах неоднорідностей та підставляємо в умови взаємодії матриці з включенням, отримаємо чотири сингулярні інтегральні рівняння стосовно чотирьох невідомих функцій стрибків, а також невідомих зосередженої сили і дислокації. Ще дві додаткові умови дають нам умови рівноваги системи включень і однозначності переміщень при обході навколо неї. Таким чином, отримано чотири сингулярні інтегральні рівняння стосовно чотирьох невідомих функцій стрибків та двох невідомих сталих. Чотири умови на функції стрибків і дві умови рівноваги і однозначності при обході навколо неоднорідностей дають можливість розв’язати отриману систему. Результати обчислення коефіцієнтів інтенсивності напружень для дво- і триланкової тріщини співпали з відомими в літературі.
Метод аналізу напружено-деформованого стану у пружних тілах поблизу країв гострокінцевого тонкого прямолінійного п’єзоелек​трич​ного включення змінної товщини та низької жорсткості.
У роботах Р.В. Рабоша розглянуто антиплоскі статичні задачі для тонкого, пружного, абсолютно електропровідного включення у п'єзоелектричному просторі. Для розв’язування поставлених задач було використано метод функцій стрибка. З допомогою цього методу визначено залежності напруженого стану середовища від функцій стрибка і зовнішнього навантаження. Включення змодельовано системою двох сингулярних інтегральних рівнянь, котру було розв’язано з використанням методу колокацій. Отримано вирази для узагальнених коефіцієнтів інтенсивності напружень, електричної напруженості та електричної індукції у випадках пружного включення, тріщини і абсолютно жорсткого включення. Чисельні результати ілюструють вплив форми пружного включення і п'єзоелектричних властивостей матеріалу середовища на коефіцієнти інтенсивності.

За допомогою теорії сингулярних збурень, побудовано модель динамічної взаємодії прямолінійного п’єзоелектричного включення змінної товщини з пружним ізотропним середовищем та показано, що збільшення коефіцієнта електро​меха​ніч​ного зв’язку включення веде до збільшення його відносної жорсткості. З метою ілю​страції достовірності отриманих моделей розглянуто задачі про розсіяння SH–хвиль на тонкому п’єзоелектричному прошарку. За допомогою методу зрощування асимптотичних розкладів отримано моделі динамічної взаємодії тонкостінного криволінійного п’єзоелектричного включення змінної товщини з пружною ізотропною матрицею при усталених коливаннях композиту. З метою ілюстрації достовірності отриманих моделей розглянуто задачі про розсіяння SH–хвиль на п’єзоелектричному кільці, котре знаходиться у пружному середовищі. Розглянуто граничні електричні умови, котрі відповідають електроізольованому включенню і пружній електропровідній матриці із заземленою лінією контакту. Запропоновано алгоритм побудови пограншарових поправок для уточнення поведінки зміщень і напружень в околі краю включення при різних його формах. Розвинуто методику дослідження асимптотчної поведінки зміщень в околі гостро​кін​цевого прямо​лнійного п’єзоелектричного включення у пружній матриці за умов анти​плос​кого стаціонарного навантаження. Жорсткість включення мало відрізняється від жорст​кості матриці. Також отримано  формули для комплексної амплітуди роз​сіяння.

Запропоновано методику дослідження напружено-деформованого стану поблизу країв гострокінцевого тонкого прямолінійного п’єзоелектричного включення змінної товщини та низької жорсткості, що знаходиться у пружному ізотропному середовищі. Методика ґрунтується на поєднанні асимптотичного аналізу розв’язків задачі та методу сингулярних інтегральних рівнянь, в основу числової реалізації яких закладено процедуру регуляризації Канторовича розбіжних інтегралів та метод колокацій. 
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