Реферат
Актуальність та сучасний стан проблеми. Бінарні відношення і, зокрема, порядки та еквівалентності, мають застосування в багатьох областях математики, але у теорії напівгруп їх роль є особливо значною. Це пояснюється тим, що з одного боку будь-яка напівгрупа ізоморфна деякій напівгрупі бінарних відношень, а з іншого – множина усіх бінарних відношень на заданій множині є напівгрупою відносно композиції відношень. Завдяки цьому простому, але принциповому факту теорія напівгруп має тісні зв'язки з бінарними відношеннями, а також з такими математичними дисциплінами як диференціальна геометрія, функціональний аналіз, теорія графів, теорія алгоритмів, абстрактна теорія автоматів, кристалографія, ядерна фізика тощо. 

Теорія напівгруп є однією із областей сучасної алгебри, яка розвивається найбурхливіше. "Напівгрупа" як окремий об'єкт вивчення з'явилась лише на початку ХХ століття , а перші систематичні дослідження напівгруп розпочав відомий український математик Сушкевич. Підсумком цих досліджень стала його монографія з теорії напівгруп - перша і на довгий час єдина у цьому напрямку, а основний результат Сушкевича (зараз це теорема Сушкевича-Ріса) є одним з класичних результатів теорії напівгруп.

У 40-50 роки двадцятого століття  кількість досліджень з теорії напівгруп стрімко зросла. Напівгрупи почали вивчати такі відомі математики як Мальцев, Ріс, Ляпін, Кліффорд, Глускін та інші. Результатом розвитку цього плодотворного періоду стала монографія Ляпіна "Напівгрупи" і "Алгебраїчна теорія напівгруп"  Кліффорда і Престона. Після цього наукових робіт з теорії напівгруп стало стільки багато, що почали виходити монографії, присвячені окремим розділам напівгруп, а також конкретним напівгрупам.

Одним із зручних апаратів опису напівгруп є бінарні відношення і, зокрема, квазіпорядки, часткові порядки та еквівалентності. Такі відношення мають великий спектр застосувань у математиці й перед усім у теорії напівгруп. Серед перших результатів про квазіпорядки є теорема Л.М.Глускіна, згідно якої кожне нетривіальне відношення квазіпорядку з точністю до ізоморфізму характеризується напівгрупою ендоморфізмів цього квазіпорядку, а також абстрактна характеристика Л.Б. Шнепермана напівгрупи усіх ендоморфізмів квазіупорядкованої множини. Стабільні квазіпорядки систематично вивчались у сімдесятих роках М.Г. Могілевським на симетричних напівгрупах та на їх гомоморфних образах, а у вісімдесятих – В.Д. Деречем на квазісиметричних напівгрупах скінченного рангу. 

Наступного прогресу при вивченні декомпозицій напівгруп у напіврешітки в термінах квазіпорядків було досягнуто у роботах Чирича та Богдановича. Л.М. Глускіним також була отримана характеристика структури лінійного простору в термінах напівгрупи усіх його лінійних перетворень та характеристики ще деяких алгебраїчних систем. Подібні результати для спеціально виділеного класу рефлексивних бінарних відношень отримав Б.В.Попов, який надав розвитку цьому напрямку, розглядаючи напівгрупи ендотопізмів  n-арних відношень. Крім того, комбінаторні властивості напівгруп ендоморфізмів часткових порядків вивчали Умар та Лараджі, умови регулярності напівгрупи ендоморфізмів скінченного ланцюга – Кім та Кожухов І.Б. Разом з цим, відкритим залишається питання будови напівгруп ендоморфізмів різних типів бінарних відношень, наприклад, таких як прямокутні відношення, еквівалентності, нільпотентні відношення та різних напівгрупових конструкцій.
Ще один напрямок у вивченні упорядкованих напівгруп було визначено роботами Н. Кехайопулу, Й.С. Понізовського, М. Цингеліса, в яких модифіковано поняття ідеалу й описано властивості модифікованих максимальних ідеалів. Цілком природно виникає питання: які результати залишаться для ідеалів та слабо n-простих піднапівгруп у квазіупорядкованих напівгрупах та  чи є якісь нові властивості цих ідеалів.

Одним з основних методів описання напівгруп є їх зображення в напівгрупах матриць, напівгрупах бінарних відношень і, зокрема, напівгрупах перетворень. Так в роботах А.К. Сушкевича вивчались зображення скінченних напівгруп, які було визначено та названо їм групами типу ядра. Деякі властивості цілком простих напівгруп без нуля в термінах зображень були описані Рісом. Відмітимо, що Столл розглядав питання знаходження всіх зображень скінченної напівгрупи. Дослідження в області диференціальної геометрії і теорії нескінченних груп перетворень Лі призвели до необхідності вивчення узагальнених груп взаємно однозначних перетворень. У зв'язку з цим виникла абстрактна теорія узагальнених груп. 

Серед перших застосувань методу зображень до впорядкованих напівгруп є робота В.В. Вагнера, в якій знайдено умови існування зображення впорядкованої напівгрупи в напівгрупі часткових перетворень. Далі К.А. Зарецьким вивчались зображення впорядкованих напівгруп в напівгрупах бінарних відношень. Роль зображень напівгруп і квазіупорядкованих напівгруп напівгрупами перетворень та напівгрупами бінарних відношень природно вмотивовує пошуки аналогічних зображень часткових групоїдів, серед яких найважливішими є групоїди категорного типу. Напівгрупи часткових перетворень в їх чистому вигляді для побудови відповідних зображень виявляються не пристосованими. Природньою в цьому напрямку є задача описання зображень 0-категорійних напівгруп підходящими піднапівгрупами так званої симетричної 0-категорії, яка разом з нулем утворює напівгрупу й потребує подальшого вивчення її структурних властивостей.
Іншим застосуванням бінарних відношень у теорії напівгруп є використання техніки напівретракцій, що була введена В.М. Усенком, до вивчення стабільних еквівалентностей на вільних напівгрупах та моноїдах. Дійсно, при вивченні фактор-напівгруп ця техніка дозволяє інтеріоризувати класичні факторизаційні методи використанням напівретракцій замість гомоморфізмів і мутацій замість фактор-напівгруп. З використанням напівретракцій напівгрупи суттєво полегшується задача описання конгруенцій цієї напівгрупи. Більш того, напівретракції взаємно однозначно відповідають трансверсалям розбиттів напівгруп, які визначаються конгруенціями. Відзначимо, що в роботах відомих алгебраїстів Герхардта, Петрика та Сильви описано конгруенції вільної напівгрупи, фактор-напівгрупи за якими є вільними в многовидах напівгруп ідемпотентів. Виявляється, що техніка, яка використовується в цих працях, збігається з технікою напівретракцій напівгруп. Отже, природною в цьому напрямку є задача розповсюдження поняття напівретракції на інші алгебраїчні системи, а також задача описання конгруенцій на вільних напівгрупах та моноїдах за допомогою напівретракцій.
Ще однією умовою обґрунтування необхідності для виконання роботи є потреба сучасної математичної освіти в розробці для студентів вищих курсів, магістрантів, аспірантів та молодих учених, спеціальних курсів з математики, наприклад, таких як "Елементи теорії бінарних відношень", "Елементи теорії категорій", "Квазіупорядковані напівгрупи та зображення", "Напівретракції напівгруп", "Вибрані питання дискретної математики" та ін. В основу таких спецкурсів з математики можуть будуть покладені результати цієї роботи, а підсумками цих досліджень можуть стати електронні підручники для вивчення згадуваних спецкурсів. 

Актуальність усіх вище згаданих задач та проблем і визначила основну мету даної наукової роботи.

Мета праці – показати як застосовується апарат бінарних відношень при дослідженні структурних властивостей напівгруп, вивченні будови напівгруп ендоморфізмів алгебраїчних систем, описанні реляційних систем та їх зображень, вивченні напівретракцій напівгруп; дослідити всілякі зв’язки напівгруп з бінарними відношеннями.
Задачі праці:

1) дослідити будову напівгрупи ендоморфізмів відношення еквівалентності та 2-нільпотентного відношення, а також напівгрупи ендоморфізмів вільного добутку заданих напівгруп;

2) побудувати категорний аналог напівгрупи всіх функціональних відношень – симетричну 0-категорію та вивчити її структурні властивості; знайти всі декомпозиції певних напівгруп з нулем у 0-сполуки;
3) описати зображення упорядкованих напівгруп, квазіупорядкованих напівгруп та n-комутативних квазіупорядкованих зліва напівгруп бінарними відношеннями; встановити будову максимальних ідеалів в квазіупорядкованих напівгрупах;
4) вивчити будову стабільних відношень еквівалентності на вільних напівгрупах та моноїдах за допомогою поняття напівретракції;
5) розробити посібник до спецкурсу «Елементи теорії бінарних відношень» та посібник «Дискретна математика» з розділом про застосування бінарних відношень у математиці.

Основні методи досліджень – загальноалгебраїчні з використанням конструкцій теорії напівгруп, методи теорії упорядкованих та квазіупорядкованих множин, метод точних зображень.

Зв'язок праці з науковими програмами. Тематика проекту відповідає програмам НДР "Комплекси алгебраїчних та топологічних систем" (д. р. № 0203U000460), "Синтетичні методи класифікації математичних структур" (д. р. № 0000101U0027) і "Структурні властивості алгебраїчних систем" (д. р. № 10109U1772), що здійснювались у Слов'янському педагогічному університеті та Луганському національному університеті імені Тараса Шевченка.

Наукова новизна. Усі результати праці є новими. Результати праці містять аналоги, узагальнення й розвинення відомих у світі результатів з теорії напівгруп вітчизняних та зарубіжних математиків-алгебраїстів, а саме:

1). Описано точні зображення напівгрупи ендоморфізмів відношення еквівалентності та 2-нільпотентного відношення. У термінах вінцевих добутків встановлено будову напівгрупи ендоморфізмів вільного добутку скінченних напівгруп та напівгруп w-класу. Ці результати доповнюють відомі результати Л.М. Глускіна, Л.Б. Шнепермана, І.Б.Кожухова та ін. про властивості напівгруп ендоморфізмів відношень квазіпорядку, а також результати В.М.Усенка, В.Мазорчука, Б.М. Шайна та В.Теклезгі про описання ендоморфізмів вільних груп, напівгрупи усіх бінарних відношень та симетричних напівгруп відповідно (результати про напівгрупи ендоморфізмів бінарних відношень опубліковані у 5 статтях).
2). Побудовано категорний аналог напівгрупи усіх функціональних бінарних відношень – симетричну 0-категорію та досліджено алгебраїчні властивості цієї напівгрупи. У термінах прямих добутків груп описано групу автоморфізмів симетричної інверсної 0-категорії. Досліджено трансверсалі відношень Гріна ортогональної суми напівгруп. Описано найбільші декомпозиції симетричної 0-категорії та повної напівгрупи матриць над довільним кільцем у ліву, праву, прямокутну й ортогональну суму напівгруп та доданки цих декомпозицій. Ці результати розвивають результати Богдановича та Чирича про матричні категорії. Описано конгруенції симетричної та симетричної інверсної 0-категорії, фактор-напівгрупи за якими є напівгрупами ідемпотентів, що доповнює результати А.І. Мальцева, А.Е. Лібера і Е.Г.Шутова про описання конгруенцій на симетричних напівгрупах (результати про структурні властивості напівгруп з нулем опубліковані у 5 статтях).
3). Для квазіупорядкованих напівгруп – напівгруп зі стабільним відношенням квазіпорядку описано два типи точних зображень бінарними відношеннями, вивчено будову конгруенцій таких зображень. Ці результати узагальнюють та розвивають результати К.А. Зарецького про зображення упорядкованих напівгруп бінарними відношеннями. Узагальнено результат Н.Кехайопулу, І.Понізовського, М.Цингеліс про опис максимальних ідеалів комутативних упорядкованих напівгруп з одиницею на квазіупорядковані напівгрупи. Крім того, описано зображення 
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-комутативних квазіупорядкованих зліва напівгруп бінарними відношеннями (результати про напівгрупи зі стабільним відношенням квазіпорядку опубліковані у 4 статтях).

4). Досліджено техніку напівретракцій, визначену В.М.Усенком, яка є ефективною при вивченні стабільних відношень еквівалентностей (конгруенцій) на різних алгебраїчних системах. Знайдено два типи напівретракцій вільного моноїду та один тип напівретракцій вільної напівгрупи, описано будову мутацій цих напівретракцій. Розгялнуто та проаналізовано техніку напівретракцій для деяких алгебраїчних систем. Ці результати є певними аналогами результатів Дж.Герхардта, М.Петрича, П.Сільви, В.М.Усенка, О.М.Кізіменка про напівретракції вільних напівгруп (за цими результатами опубліковано 3 статті).
Практична значимість. На основі проведених досліджень підготовлено два посібника:  навчально-методичний посібник для студентів вищих навчальних закладів. „Дискретна математика (множини, відношення, структури)” та навчально-методичний посібник „Елементи теорії бінарних відношень” для студентів спеціальності „Математика”. Ці посібники використовуються у навчальному процесі при викладанні для студентів ІІІ курсу спецсемінару з математики за темою „Елементи теорії бінарних відношень”. Також у рамках праці підготовлено навчальний посібник „Дискретна математика” для студентів університетів, що навчаються за напрямом „Прикладна математика” (з Грифом МОН України, лист №1/11-8808 від 28.10.09), що містить розділ «Множини та відношення» та додатки про застосування бінарних відношень у теорії напівгруп. Інше практичне значення праці полягає у тому, що результати досліджень можуть бути також використані для розробки інших спецкурсів з математики для студентів вищих курсів, магістрантів, аспірантів та молодих учених, наприклад, таких як "Напівгрупи бінарних відношень", "Напівгрупи ендоморфізмів бінарних відношень", "Квазіупорядковані напівгрупи та зображення", "Симетричні 0-категорії", "Напівретракції алгебраїчних систем" та ін. В основу таких спецкурсів з математики можна покласти результати цієї праці, а підсумками цих розробок можуть стати електронні підручники для вивчення згадуваних спецкурсів з математики.

У рамках праці під керівництвом Жучка Ю.В. готуються дві кандидатських дисертації (перша з 2010 р. за темою «Напівгрупи ендоморфізмів на графах», друга – з 2011р. за темою «Напівгрупи відповідностей деяких напівгруп»), щорічно захищаються магістерські роботи (з 2006 по 2011 рр.).

На практиці отримані результати можуть бути застосовані для подальшого вивчення структурних властивостей різних напівгруп, створення загальної теорії зображень квазіупорядкованих напівгруп, класифікації напівгруп ендоморфізмів бінарних відношень за властивостями цих відношень, опису декомпозицій напівгруп з нулем у 0-сполуки. Оскільки поняття "бінарного відношення" і "орієнтованого графу" задають насправді один і той же клас об'єктів, тільки описаний різними способами, то результати роботи можуть бути використані також у теорії графів, абстрактній теорії автоматів, кодуванні та у різних середовищах програмування.

Публікації за темою праці. За результатами досліджень з 2002 р. по січень 2012 р. у закінченій формі опубліковано 42 праці, з яких 17 статей (в т.ч. 3 у зарубіжних журналах), 22 тези доповідей (в т.ч. 8 доповідей на міжнародних закордонних конференціях: Гомель-2005, Кишинів-2006, Торунь-2007, Москва-2008, Порто-2009, Новосибірськ-2009, 2010, Казань-2011) та 3 посібника (в т.ч. 1 – з Грифом МОН України). Зокрема, у міжнародних журналах, що містяться в базі даних SCOPUS – 3 праці: дві статті в міжнародному журналі ISSN 1560-5159 (Print) «Фундаментальная и прикладная математика» («Fundamental and Applied Mathematics») з імпакт-фактором 0.221 за 2008 р. та 0.134 за 2010 р., загальний ідентифікатор SJR 0.104; одна стаття в міжнародному журналі ІSSN: 1072-3374 (print version), «Journal of Mathematical Sciences», загальний ідентифікатор SJR 0.248. З 42 наукових праць, що висуваються на здобуття премії, загальна кількість реферованих публікацій дорівнює 12: SCOPUS – 3, Zentralblatt Math – 9. Загальний індекс цитування робіт дорівнює 1.00. Всього 12 цитувань у реферованих виданнях: 3 у 2005 році, 2 у 2006 році,  1 у 2007 році, 2 у 2008 році, 1 у 2009 році, 2 у 2010 році, 1 у 2011 році.

З 42 публікацій за темою праці українською мовою підготовлено 22 публікації, російською мовою – 3 і англійською мовою – 17.

Особистий творчий внесок. Праця містить 3 публікації у співавторстві (по одному співавтору у кожній публікації), вклади співавторів є рівними й складають 50 відсотків. Загальний особистий творчий внесок Жучка Ю.В. у працю складає біля 96 відсотків.

Обґрунтування циклу наукових праць в єдиний цикл.  Всі публікації праці об’єднані головною метою дослідження – показати як застосовується апарат бінарних відношень у абстрактній теорії напівгруп. У праці встановлено різноманітні зв’язки напівгруп з бінарними відношеннями й показано як бінарні відношення використовуються саме:

1) при вивченні будови напівгруп ендоморфізмів різних бінарних відношень та конкретних напівгрупових конструкцій;

2) при побудові категорного аналогу напівгрупи всіх функціональних бінарних відношень й подальшому дослідженні структурних властивостей цього аналогу;

3) при описанні точних зображень бінарними відношеннями заданого типу напівгруп зі стабільним відношенням квазіпорядку та зі стабільним відношенням часткового порядку;
4) при вивченні стабільних еквівалентностей на вільних напівгрупах та моноїдах у термінах поняття напівретракції.

На основі проведених досліджень підготовлено два спецкурсу з математики «Елементи теорії бінарних відношень» та «Елементи теорії категорій»; розроблено посібник до спецкурсу «Елементи теорії бінарних відношень»; розроблено посібник до спецкурсу «Дискретна математика (множини, відношення, структури)»; розроблено посібник «Дискретна математика» з Грифом МОН України (лист №1/11-8808 від 28.10.09), що містить розділ «Множини та відношення», підрозділ про алгебраїчні системи (зокрема, про напівгрупи), додатки про застосування відношень Гріна у теорії напівгруп.

Все вище зазначене підкреслює, що всі публікації за темою праці     «Застосування бінарних відношень у теорії напівгруп» обґрунтовано об’єднані в одну працю й складають єдиний цикл наукових робіт.

Загальна кількість публікацій. Жучок Ю.В. має 51 опубліковану працю, з яких 22 статті (в т.ч. 7 у зарубіжних журналах), 26 тез доповідей (в т.ч. 9 доповідей на міжнародних закордонних конференціях: Гомель-2005, Кишинів-2006, Торунь-2007, Москва-2008, Порто-2009, Новосибірськ-2009, 2010, Казань-2011, Уппсала-2012) та 3 посібника (в т.ч. 1 – з Грифом МОН України). Зокрема, у міжнародних журналах, що містяться в базі даних SCOPUS – 7 праць: дві статті в міжнародному журналі ISSN 1560-5159 (Print) «Фундаментальная и прикладная математика» («Fundamental and Applied Mathematics») з імпакт-фактором 0.221 за 2008 р. та 0.134 за 2010 р., загальний ідентифікатор SJR 0.104; дві статті в міжнародному журналі ІSSN: 1072-3374 (print version), «Journal of Mathematical Sciences», загальний ідентифікатор SJR 0.248, одна стаття в міжнародному журналі ISSN 1815-6088 (print version), «Uchenye Zapiski Kazanskogo Universiteta. Seriya Fiziko-Matematicheskie Nauki» з імпакт-фактором 0.124 за 2010 р., одна стаття в міжнародному журналі ISSN 0373-9252 (print version), «Алгебра и логика» з імпакт-фактором 0.425 за 2011 р., загальний ідентифікатор SJR 0.282 і одна стаття в міжнародному журналі ISSN: 0002-5232 (print), «Algebra and Logic», загальний ідентифікатор SJR 0.282.
З 51 наукової праці загальна кількість реферованих публікацій дорівнює 16 (SCOPUS – 7, Zentralblatt Math – 9). Загальний індекс цитування робіт дорівнює 1.00. (Всього 20 цитувань у реферованих виданнях: 3 у 2005 році, 2 у 2006 році,  1 у 2007 році, 2 у 2008 році, 1 у 2009 році, 2 у 2010 році, 1 у 2011 році та 8 у 2012 році.
Публікації здобувача підготовлено трьома різними мовами. З 51 наукової праці Жучка Ю.В. українською мовою підготовлено 23 публікації, російською мовою – 5 і англійською мовою – 23.
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