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Вступ і обґрунтування об'єднання в єдиний цикл. Дослідження структури кілець скінчено породжених головних ідеалів (прикладами яких є кільце неперервних дійсних функцій над цілком регулярним хаусдорфовим простором, кільце формальних степеневих рядів над полем раціональних чисел з вільним цілим членом, кільце цілих алгебраїчних чисел, кільце цілих аналітичних функцій) пов’язані насамперед з однією із найбільш актуальних задач сучасної алгебри – проблемою кілець елементарних дільників. Суть її полягає у тому, щоб описати кільця, над якими кожна матриця володіє властивістю діагональної редукції, тобто є еквівалентною до канонічної діагональної форми (форми Сміта). Такими кільцями можуть бути лише кільця Безу, тобто комутативні кільця скінчено породжених головних ідеалів з умовою лінійності представлення найбільшого спільного дільника довільних двох елементів. Розв’язуванню цієї задачі присвячені праці П. Кона, М. Ларсена, У. Левіса, Т. Шореса, У. Мак Говерна, М. Ко​мар​ницького, Б. Забавського та багатьох інших. Багатогранні властивості та досконала будова кілець елементарних дільників дозволяють отримувати глибокі результати в різних областях математики, зокрема у теорії модулів, алгебричній К-теорії, теорії факторизацій матриць над такими кільцями.

Повної теорії факторизовності, тобто розкладності на множники, матриць, навіть для кілець цілочисельних чи поліноміальних матриць, до цього часу не побудовано. З огляду на прикладний аспект цієї задачі, а саме її застосування у теорії матричних рівнянь, систем диференціальних рівнянь із сталими коефіцієнтами, операторних пучків та в інших прикладних задачах, більша увага приділялася вивченню кілець поліноміальних матриць, в основному, над полем комплексних чисел. У цьому зв’язку слід відмітити роботи П. Ланкастера, І. Ґохберга, Л. Родмана, А. Малишева, а також П. Казі​мірсь​кого та його учнів. Однак відомі методи факторизації поліноміальних мат​риць вже над алгебраїчно замкненим полем характеристики нуль не описують всіх їхніх дільників. 
З. Боревич заклав основи теорії факторизацій матриць над комутативни​ми областями головних ідеалів, запропонувавши описувати їх дільники з точністю до асоційовності, тобто з точністю до оборотних множників, та класифікувати їх за канонічними діагональними формами (формами Сміта). На суча​с​ному етапі описані з точністю до асоційовності ліві дільники із певними ка​нонічними діагональними формами (В. Щедрик), паралельні факторизації мат​риць (В. Петричкович) і ін. над кільцями головних ідеалів, адекватними та іншими кільцями.
Метою циклу наукових праць кандидата фізико-математичних наук, інженера І категорії лабораторії комп’ютеризації навчального процесу механіко-математичного факультету Львівського національного університету імені Івана Франка МОНмолодьспорту України Білявської-Кудлатої Софії Іванівни та кандидата фізико-математичних наук, наукового співробітника відділу алгебри Інституту прикладних проблем механіки і математики ім. Я.С. Під​стри​гача НАН України Джалюк Наталії Семенівни, висунутих на здобуття щорічної премії Президента України для молодих учених за 2013 рік є описання структурної будови різних класів кілець скінченно породжених головних ідеалів і встановлення зв’язків між ними; обчислення стабільного рангу кілець і розв’язання пов’язаних з даним поняттям задач теорії кілець і модулів; побудова мето​дів фактори​зації поліноміальних матриць над різними по​ля​ми, за якими б знаходились усі їх унітальні дільники; опис факторизацій клі​т​ко​вих матриць над кільцями головних ідеалів та кільцями скінченно породжених головних ідеалів; розробка методів розв'язування матричних поліноміальних і лінійних рівнянь. Автори дають відповідь на ряд відкритих запитань з теорії кілець, теорії факторизацій матриць над кільцями та теорії матричних рівнянь, що були сформульовані відомими математиками.
Наукова новизна циклу наукових праць полягає у наступному:
· Обчислено стабільний ранг всюди адекватних кілець та їх узагальнень, введено поняття елемента та кільця майже стабільного рангу 1 і встановлено існування таких елементів у кільці, як наслідок, отримано результати про доповнення унімодулярного рядка до оборотної матриці.

· Обчислено узагальнений стабільний ранг кільця матриць над кільцем елементарних дільників та одинично регулярним кільцем. Ці результати дозволили показати і уточнити породженість одиницями цих кілець.
· Показано, що адекватне кільце є акуратним і встановлено зв'язок скінчен​них гомоморфних образів адекватних кілець та адеквантних в нулі кі​лець з чистими кільцями, кільцями з властивістю заміни, ідемпотентного ста​бі​ль​но​го рангу 1, гельфандовими та РМ-кільцями. Це дозволило дати відпо​відь на деякі відкриті питання поставлені М. Ларсеном, У. Левісом, Т. Шоресом.

· На основі вивчення структури максимально нескінченно породжених підмодулів, максимально нескінченно породжених однобічних ідеалів та максимально неголовних однобічних ідеалів, отримано узагальнення теорем Коена для модулів та некомутативних кілець.

· Описано нові класи, як комутативних, так і некомутативних кілець елементарних дільників.

· Запропоновано метод знаходження всіх унітальних дільників та спільних дільників із заданими канонічними діагональними формами поліноміаль​них матриць над довільним полем за умов паралельності їх відповідних факторизацій до факторизацій канонічних діагональних форм. 

· Отримано вигляд усіх трикутних розв’язків з одним елементарним дільником та простої структури матричного поліноміального рівняння.

· Вказано умови існування клітково-трикутних паралельних фактори​за​цій клітково-трикутних матриць над кільцем головних ідеалів. Описано класи таких матриць, що допускають з точністю до асоційовності лише клітково-трикутні паралельні факторизації, розроблено спосіб їх побудови. Виділено класи клітково-діагональних матриць, опис фактори​за​цій яких зводиться до опису факторизацій їх діагональних кліток.
· Встановлені критерії однозначності з точністю до асоційовності факторизацій клітково-трикутних матриць над адекватними кільцями відповідних до факторизацій їх діагональних кліток та паралельних клітково-трикутних факторизацій матриць. 

· Запропоно​ва​но метод побудови розв'язків матричних діофантових рівнянь над комутативними областями Безу. Наведено формули загаль​них роз​в'яз​ків таких рівнянь у випадках, коли пара матриць діагоналізу​єть​ся, а також встановлено критерій їх однозначності в належному сенсі.
Практична значимість. Результати, що включені до цього циклу праць, є складовою частиною зав​дань держбюджетних тем (№№ д.р. 0103U000127; 0107U000361; 0112U005004; 0111U008859), що виконувались у відділі алгебри ІППММ ім. Я.С. Підстригача НАНУ та держбюджетної теми (№ д.р. 0108004135), яка виконува​лась на кафедрі алгебри і логіки Львівського національного університету імені Івана Франка МОНмолодь​спорту України.

Детально охарактеризуємо найважливіші здобутки циклу наукових праць “Теоретико-структурні дослідження кілець скінченно породжених головних ідеалів та кілець матриць над ними”.
Стабільний ранг та пов’язані з ним задачі теорії кілець і модулів. Праці С.І. Білявської-Кудлатої у циклі наукових праць присвячені, переважно, вив​ченню теорії кілець, встановлено принципові зв’язки методів теорії матриць над кільцями з сучасними досягненнями алгебраїчної К-теорії. У циклі праць знайдено та досліджено нові класи як комутативних, так і некомутативних кілець елементарних дільників, а також вивчено поняття стабільного рангу для різних класів кілець та їх узагальнень. Зауважимо, що окрім задач, пов’язаних з цими поняттями, у праці розглядаються деякі загальні питання як теорії кілець, так і теорії модулів, а також алгебраїчної  
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-теорії.
Узагальнення теорем Коена. Праці Білявською-Кудлатою С.І. у цій час​тині циклу присвячені дослідженню та узагальненню теорем Коена за допомогою вивчення структури максимально нескінченно породжених підмодулів, максимально нескінченно породжених однобічних ідеалів та максимально неголовних однобічних ідеалів. 
Вивчаючи вплив спектру на структурну будову кільця І.Коен (I.Cohen) у 1950 році довів дві теореми, згодом Н.Дубровіним, Р.Чандраном (R.Chand​ran), Г.Міхлером (G.Mihler) та Б.Забавським було отримано узагальнення цих теорем для матрично-локальних кілець, односторонніх дуо-кілець, односторон​ніх нетерових кілець та кілець головних однобічних ідеалів. В наш час про​слідковується тенденція до перенесення цього результату на модулі, зокре​ма для випадку мультиплікаційного модуля (А.Гаур (А.Gaur), А.Малоо (A.Ma​loo), А.Паркаш (A.Parkash)). 

Саме дослідження у цьому руслі проводила Білявська-Кудлата С.І. А саме, на основі введених понять майже первинного підмодуля та dr-первин​но​го однобічного ідеалу, було отримано [7] узагальнення теореми Коена для модулів і некомутативне узагальнення теореми Коена для кільця головних однобічних ідеалів, відповідно. Також Білявська-Кудлата С.І. навела приклад довільного первинного R-модуля M, який є скінченно породженим, але модуль M не є нетеровим, що показує суттєвість того, що модуль повинен бути скінченно породженим.

Стабільний ранг та його узагальнення для різних класів кілець. У цій частині циклу наукових праць Білявською-Кудлатою С.І. встановлено принципові зв’язки методів теорії матриць над кільцями з сучасними досягненнями алгебраїчної К-теорії. При дослідженні проблем алгебри матриць над кільцями неможливо обійтись без застосування результатів К-теорії. Ця тематика опинилася на перехресті різних напрямків теорії кілець і модулів, а також інших областей математики (топології, К-теорії).
У сучасних дослідженнях з теорії кілець та модулів можна зауважити проникнення методів різних галузей математики, зокрема, слід виділити особливий вплив на матричні задачі над різними класами кілець методів алгебраїчної К-теорії. Так, наприклад, одним з важливих інваріантів К-теорії є поняття стабільного рангу кільця, яке виявилося надзвичайно корисним у дослідженнях матриць над кільцями, зокрема у задачах діагоналізації матриць. Задача діагоналізації матриць має глибокі історичні корені. У різний час і в різних аспектах її вивчали багато відомих математиків, серед яких варто виділити П.Кона (P.Cohn), Дж.Ван дер Берна (J.Wed der Burn), Б.Ван дер Вардена (B.Van der Warden), Н.Джекобсона (N.Jacobson), С.Амітцу​ра (S.Amit​sur). Таким чином, можна стверджувати, що ця задача поєднує класику і сучасність, давно відомі результати з сучасними дослідженнями у вказаній галузі.

Робочим інструментом у цих дослідженнях є стабільний ранг. Поняття стабільного рангу кільця було введено у 1964 році Х.Басом (H.Bass) і сучасні дослідження з теорії матриць над кільцями лише підкреслюють важливість цього поняття у теорії кілець та модулів. Це стало мотивацією для більш глибокого дослідження стабільного рангу різних класів кілець, зокрема: адекватних, адекватних в нулі (всюди адекватних) кілець, кілець матриць над регулярним кільцем та їх узагальнень. Таким чином, Білявською-Кудлатою С.І. було отримано низку результатів у [1-3] щодо обчислення стабільного рангу кілець, фактор-кілець та їх узагальнень:

· Стабільний ранг адекватного кільця дорівнює 2.
· Адекватне кільце, в якому радикал Джекобсона ненульовий має стабільний ранг 1.
· Стабільний ранг всюди адекватного кільця дорівнює 1.
· Адекватне кільце є кільцем квазістабільного рангу 1.
· Кільце матриць над кільцем елементарних дільників має узагальнений стабільний ранг (2,2).
· Кільце матриць над одинично-регулярним кільцем має узагальнений стабільний ранг (2,1).
М.Хенріксен (M.Henriksen) показав, що над кільцем елементарних дільників  довільна квадратна матриця є сумою двох оборотних матриць.  Білявською-Кудлатою С.І. був доведений більш загальний результат: для кільця узагальненого стабільного рангу 
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 довільний елемент з цього кільця є сумою 
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У.Мак Говерн (W.Mc Govern) сформулював наступне запитання: чи існує кільце елементарних дільників, яке не є кільцем майже стабільного рангу 1? На основі відомого прикладу вдалось сформулювати відповідь на це пита​н​ня: кільце 
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  є кільцем елементарних дільників, але не є кільцем майже стабільного рангу 1 в сенсі Мак Говерна, проте є кільцем майже стабільного рангу 1 в сенсі Білявської-Кудлатої С.І. Крім того, показано, що якщо в кільці довільний ненульовий і необоротний елемент є елементом майже стабільного рангу 1 і радикал Джекобсона не дорівнює нулю, то стабільний ранг такого кільця дорівнює 1. А це є уточненням результату У.Мак Говерна.
При вивченні кільця стабільного рангу 1 С.І. Білявською-Кудлатою було отримано узагальнення даного кільця, а саме кільце майже стабільного рангу 1, тобто кільця, яке є стабільного рангу 1 в скінченних гомоморфних образах. Під час досліджень було встановлено, що таке кільце є узагальненням кілець стабільного рангу 1, введених У.Мак Говерном. Також, з використанням даного поняття було доведено, що у кільці майже стабільного рангу 1 довільний унімодулярний рядок доповнюється до оборотної матриці. Це поняття виявилось корисним і при дослідженні діагоналізації матриць, тобто можемо сформулювати наступну теорему: нехай  
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- комутативне кільце Безу, в якому довільний елемент є елементом майже стабільного рангу 1, тоді 
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 є кільцем елементарних дільників і для кожної неособливої 
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Структурна будова гомоморфних образів адекватних кілець. Більшість відомих класів кілець елементарних дільників суттєво залежить від умов обриву зростаючих ланцюгів ідеалів. Перший приклад класичного кільця елементарних дільників без умов на ланцюги ідеалів був вказаний Дж.Ван дер Берном ще в 1915 році, а саме таким є кільце аналітичних функцій. В більш абстрактній формі цей приклад дозволив О.Хелмеру (O.Helmer) ввести новий клас кілець елементарних дільників, який отримав назву адекватних кілець. З вивченням адекватних кілець пов’язані дослідження таких математиків, як Дж. Ван дер Берн, М. Хенріксен, І.Капланський (I.Kaplans​ky), М.Ла​р​сен (M.Larsen), У.Левіс (W.Levis), Т.Шорес (T.Shores), Б.Забавсь​кий. В той же час, структурна будова таких кілець мало досліджена. Можемо лише ска​зати, що в адекватному кільці довільний ненульовий простий ідеал міститься в єдиному максимальному ідеалі. Тому, на перший погляд, дослі​д​же​н​ня цієї теми вичерпували себе і нових результатів отримати не вдавалося. Про​те, Білявською-Кудлатою С.І встановлено зв'язок адекват​них та аде​кватних в нулі кілець з різними типами кілець, а саме з чистими кільцями, акуратними кільцями, кільцями з властивістю заміни, кільцями ідемпотентного стабільного рангу 1, PM-кільцями та гельфандови​ми кільцями [5, 7, 8].
М. Ларсен, У. Левіс, Т. Шорес, в одній із своїх праць поставили питання: чи буде комутативна область Безу, в якій довільний ненульовий простий ідеал міститься в єдиному максимальному ідеалі, адекватною? У праці Дж.Бре​є​ра (J.Brewer), П.Конрада (P.Conrad), Х.Монтгомері (H.Montgome​ry) по​бу​до​вано приклад комутативної області Безу, в якій довільний ненульовий прос​тий ідеал міститься в єдиному максимальному ідеалі, але ця область не є аде​к​ватною. С.І.Білявська-Кудлата довела: якщо комутативна область Безу з не​те​ровим спектром, в якій довільний ненульовий простий ідеал міститься в єди​ному максимальному ідеалі та всі нетривіальні гомоморфні образи є кільця​ми зі скінченним числом мінімальних простих ідеалів, то ця область є адек​ватною, що є позитивною відповіддю на це питання. Також С.І.Білявською-Кудлатою дано часткову відповідь на питання, поставлене цими ж ученими щодо замкненості адекватного кільця стосовно гомоморфних образів.
Діагональна редукція матриць над областями Безу. Некомутативні кільця елементарних дільників досліджувалися лише частково, тому ця тематика є безмежним полем для досліджень. Білявською-Кудлатою С.І. на основі вивчення структури двобічних ідеалів кільця, описано області елементарних дільників зі скінченним числом двобічних ідеалів як 2-прості області Безу. Розглядалися області Безу через властивості максимально неголовних однобічних ідеалів та області елементарних дільників стабільного рангу 1, в яких виконується умова Дубровіна. Отже, здобувачу, вдалось описати нові класи як комутативних, так і некомутативних кілець елементарних дільників [4, 6].
Факторзації матриць над поліноміальними і близькими до них кільцями та розв’язування матричних рівнянь. Роботи Н.С. Джалюк присвячені, переважно, вив​ченню задач опису дільників та факторизацій поліноміальних матриць над різними полями та побудові методів факториза​ції матриць кліткових виглядів над кільцями головних ідеалів та деякими кільцями скінченно породжених головних ідеалів, а також розробці способів розв'язування матричних поліноміальних рівнянь над різними полями та матричних лінійних рівнянь над кільцями.
Дільники та спільні дільники поліноміальних матрць з умовою паралельності розкладів. Систематичне та інтенсивне вивчення поліномі​альних матриць з точки зору їх розкладності на множники почалося з 50-х рр. XX ст. і пов'язане із різноманітними їх застосуваннями. Один із відомих методів факторизації поліноміальних матриць ґрунтується на класичних поняттях власних та приєднаних векторів, що відповідають характеристич​ним кореням матричних поліномів, та жорданових ланцюгів (Дж.Деніс (J.Den​nis), Дж.Трауб (J.Traub), Р.Вебер (R.Weber), І.Ґохберг (I.Gohberg), П.Лан​кас​тер (P.Lancaster), Л.Родман (L.Rodman), А.Н.Малишев та ін.). П. Казімірський на основі введених ним понять значення поліноміальної матриці на системі коренів полінома та визначальної матриці розробив новий метод факторизації поліноміальних матриць. Він встановив критерій існуван​ня регулярних дільників із заданими канонічними діагональними формами поліноміальних матриць над алгебраїчно замкненим полем характеристики нуль та вказав спосіб їх побудови.
Як перший, так і другий методи можна застосовувати для факторизації поліноміальних матриць над полем комплексних чисел, або більш загально, над алгебраїчно замкненим полем характеристики нуль. Згадані методи пов'язані із певними труднощами, зокрема, із визначенням характеристичних коренів поліноміальних матриць. Крім того, за допомогою цих методів не описуються усі дільники поліноміальних матриць.

Задача факторизації поліноміальних матриць над іншими полями розв'язана в певних випадках. Зокрема, якщо дільники своїми характеристич​ни​ми поліномами визначаються однозначно, факторизації поліноміальних мат​риць є паралельними до факто​риза​цій їх канонічних діагональних форм та в деяких інших випадках. Зауважимо, що за допомогою запропонованого В. Петричкови​чем методу опису паралельних факторизацій поліноміаль​них матриць не знаходяться всі такі факторизації матриць. Тому побудова ефективних методів факторизації поліноміальних матриць над різними полями та описання всіх їх дільників є важливими та актуальними.

У праці [22] Н.С. Джалюк запропонувала метод опису всіх унітальних дільників поліноміальних матриць над довільним полем із заданими їх кано​ніч​ними діагональними формами за умови паралельності їх розкладів. Цей метод ґрунтується на понятті напівскалярної еквівалентності поліноміальних матриць, що введене П. Казімірським та В. Петричковичем, та встановленій ними трикутній формі з інваріантними множниками на головній діагоналі поліноміальної матриці над довільним полем щодо такої еквівалентності. Відомі класи поліноміальних матриць, які мають лише паралельні факториза​ції, зокрема, такими є матриці простої структури, матриці, показники степе​нів простих множників у розкладі визначників яких не перевищують два. Відзначимо, що для таких матриць запропонованим Н.С. Джалюк методом описуються всі унітальні дільники та факторизації.

Важливою є задача про регулярні, зокрема унітальні спільні дільники поліноміальних матриць, оскільки описуючи унітальні спільні дільники поліно​міаль​них матриць, ми тим самим описуємо розв'язки системи відповід​них матричних поліноміальних рівнянь. Відомі результати про існування спільних унітальних дільників поліноміальних матриць над довільним полем у випадку, коли вони своїми характеристични​ми полінома​ми чи канонічними діагональними формами визначаються однозначно. У роботах В.Зеліс​ка, М.Куч​ми та В.Петричковича встановлені умови існу​ва​н​ня спільних унітальних дільників поліноміальних мат​риць із заданою їх канонічною діагональною формою, використовуючи поняття ядра визначальної матриці. 

Н.С. Джалюк встановила в [19, 22] необхідні і достатні умови існування спільних уні​таль​них дільників поліноміальних матриць над довільним полем із задани​ми канонічними діагональними формами за умов паралельності відпо​від​них факторизацій матриць до факторизацій їх канонічних діагональ​них форм, запропонувала спосіб їх побудови та вказала вирази, за якими знаходяться всі такі спільні унітальні дільники поліноміальних матриць.
Факторизації в кільцях матриць блочної структури над областями головних ідеалів та деякими кільцями скінченно породжених головних ідеалів. Дослідження структури елементів більш загальних, ніж поліноміальні, матричних кілець з точки зору їх розкладності на множники є досить фрагментарними. Відомі дослідження факторизацій матриць над кільцем цілих чисел (Г.Бовмік (G.Bhowmik), О.Рамаре (O.Ramare)), адекватними кільцями (В. Петричкович), кільцями елементарних дільників (В. Щедрик), деде​кін​до​ви​ми областями (A.Наранг (A.Narang), В.Нанда (V.Nanda)), тілами і універсальними алгебрами (Г. Бабіков) та ін. У цих дослідження розглядаються лише окремі типи матриць та їх розкладів на множники, що не складає повної і завершеної теорії факторизацій матриць над кільцями. Виникають питання і щодо класифікації таких розкладів матриць. П.Кон (P.Cohn) показав, що над комутативними областями головних ідеалів кожна неособлива матриця є добутком нерозкладних множників, причому такий розклад єдиний з точністю до ізоморфізму. М.Інґрахам (М.Ingraham) встановив, що канонічна діагональна форма дільника поліноміальної матриці ділить її канонічну діагональну форму. М.Ньюмен (M.Newman) довів цей факт для матриць над кільцями головних ідеалів, В. Петричкович – над адекватними областями, В.Ще​д​рик – над кільцями елементарних дільників. Тому природно класифікувати дільники матриць над кільцями за їх канонічними діагональними формами.
У праці З.Боревича, в якій досліджуються факторизації матриць над кільцями головних ідеалів, дільники цих матриць описуються з точністю до асоційованості, тобто з точністю до оборотних множників. Це природне узагальнення методів опису дільників поліноміальних матриць, оскільки відомі методи факторизації таких матриць у зв'язку із їх застосуваннями передбача​ють опис лівих дільників, які правоасоційовані до регулярних, зокрема унітальних, поліноміальних матриць. Отже, постає загальна задача опису лівих дільників матриць з точністю до правої асоційовності і не тільки над поліноміальними кільцями, але й над іншими кільцями.
Матриці блочної структури мають важливі застосування, зокрема, у теорії стійкості та в теорії матричних рівнянь, серед яких рівняння Сильвестра і Ляпунова. Добре відома теорема Рота про зв'язок між існуван​ням розв'язків матричних рівнянь 
[image: image13.wmf]=

AXYBC

-

 і 
[image: image14.wmf]=

AXXBC

-

 та еквівалентністю і подібністю клітково-трикутних та клітково-діагональних матриць над різними областями (В.Рот (W.Roth), В.Ґустафсон (W.Gustafson) і ін.). Побудо​ва клітково-трикутних факторизацій клітково-трикутних матриць зводиться до опису факторизацій їх діагональних кліток та розв'язків матричних лінійних рівнянь типу Сильвестра. Тому важливою є задача встановлення кла​сів таких матриць над кільцями, усі з точністю до асоційовності факторизації яких є клітково-трикутних виглядів.

У працях [21, 23-25] Н.С. Джалюк отримано повний опис клітково-трикутних та клітково-діагональних паралельних факторизації матриць такого ж відповідного кліткового вигляду над кільцями головних ідеалів. Зокрема, виділено класи клітково-трикутних матриць, які мають з точністю до асоційовності лише клітково-трикутні паралельні розклади. Запропоновано спосіб побудови клітково-трикутних факторизацій матриць за факторизаціями їх діагональних кліток та розв'язками матричних лінійних рівнянь типу Сильвестра. Ці результати узагальнюють результати отримані В. Петричковичем для клітково-трикутних матриць над кільцем поліномів.

Клітково-трикутна матриця може мати клітково-трикутні факторизації, що відповідають одній і тій факторизації її діагональних кліток або ж факто​ри​зації визначників її діагональних кліток, але не є асоційованими. Н.С. Джа​люк [24] встановлено критерій однозначності з точністю до асоці​йов​ності клітково-трикутних факторизацій таких матриць над ко​му​та​тив​ною областю головних ідеалів відповідних до факторизацій їх діа​го​нальних кліток, що справджується і над ширшими кільцями – адекватними [25]. 

Відзначимо, що результати Н.С. Джалюк у цій частині циклу є спробою побудови теорії опису елементів некомутативних кілець, оскільки такими є кільця кліткових матриць, які тут розглядаються. 

Розв’язки матричних поліноміальних рівнянь. Добре відома узагальне​на теорема Безу для матричних поліномів, наслідок з якої встано​влює зв’язок між унітальними дільниками поліноміальної матриці та розв’язками відповід​но​го матричного поліноміального рівняння. У цьому зв’язку цікавою є зада​ча, яку розглядає у своїй праці Дж. Белл (J.Bell): коли матриця подібна до роз​в’яз​ку матричного полі​но​міального рівняння є також його розв’язком? Дж. Белл встановив умови, за яких кожна матриця подібна до розв'язку мат​ри​ч​но​го поліноміального рівняння є також його розв'язком. Н.С. Джалюк [20] ця задача розв'язана в певному випадку, зокрема, коли розв'язки матрич​но​го поліноміального рівняння мають трикутний вигляд. Це дало можли​вість опи​сати всі трикутні розв'язки з одним елементарним дільником та простої стру​к​тури матричних поліноміальних рівнянь над алгебрично замкненим полем. 
Розв’язки лінійних матричних рівнянь над кільцями. Лінійні матричні рівняння, в тому числі матричні діофантові однобічні 
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 і різнобічні 
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 рівняння (типу Сильвестра), де 
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 – відомі, 
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XY

 – невідомі мат​риці відповідних розмірів над кільцем поліномів 
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, 
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 – поле, відігра​ють важливу роль в багатьох задачах теорії керування. Способи розв'язува​ння таких матричних рівнянь наведені у працях Т.Качорека (T.Kaczorek), В.Кучери (V.Kučera), В.А.Воловича (W.Wolovich), П.Чекіса (P.Tzekis) та ін. Розв’язки таких рівнянь природно класифікувати за їх степенями. У цьому стосунку добре відомі результати С.Барнета (S.Barnett) та Дж.Файнштейна (J.Feinstein), Дж.Бар-Неса (J.Bar-Ness) про існування та єдиність мінімально​го розв’язку матричного рівняння 
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. Для лі​ній​них матричних діофантових поліноміальних однобічних рівнянь 
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 від двох змінних до цього часу невідомі результати щодо класифікації їх розв’язків. Н.С. Джалюк [42] запропонувала метод роз​в’язування цих рівнянь і вста​новила умови однозначності їх розв’язків певних степенів. 

Нам також невідомі методи відшукання та характеризації розв’язків мат​ри​ч​них рівнянь 
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 і 
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 над іншими кільцями. У працях [26, 28] Н.С. Джалюк та В.М. Петричковича на основі стандарт​ної форми пари мат​риць 
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 щодо узагальненої еквівалентності запропоно​ва​но метод по​бу​дови розв'язків цих рівнянь над комутативними областями Безу. Наведе​но фор​мули їх загальних роз​в'яз​ків, коли пара матриць 
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 діа​го​на​лізу​єть​ся, а також встановлено критерій їх однозначності в належному сенсі.
До циклу наукових праць входить 18 статей у фахових виданнях і 24 пу​б​лі​кації у матеріалах математичних конференцій, опублікованих колекти​вом авторів у період з 2001 по 2012 роки (січень). З них 3 статті у міжнародних журналах з ненульовим імпакт-фактором, а саме “Український математич​ний журнал”, “Фундаментальная и прикладная математика” (переклад в “Jour​nal of Mathematical Sciences”), “Buletinul Academiei de Ştiinţe a Republicii Mol​dova. Matematica”, усі за темою роботи. Загальна кількість реферованих пуб​лікацій дорівнює 8 (згідно з Zentralblatt MATH) та 4 (згідно з Math. Re​view), у базі даних SCOPUS є посилання на публікації авторів, загальний h-index: 2. Результати, отримані у роботі, доповідалися та обговорювалися на багатьох між​на​род​них і все​українських конференціях, школах і семінарах.
Висновки. Таким чином, дослідження, проведені авторами роботи при вивченні структури різних класів кілець скінченно породжених головних ідеалів та зв’язків між ними, задач факторизації матриць над такими кільцями та описання розв'язків матричних поліноміальних і лінійних рівнянь, мають тео​ре​тич​ний ха​рак​тер і по​в’язані з напрямками сучасної математики, які інтен​сив​но роз​ви​ваються як в Україні, так і за кор​до​ном. Отримані ре​зуль​та​ти та роз​ви​ну​ті методи можна застосувати для по​даль​шого вивчення структури кілець та матриць над кільцям, а також в суміжних розділах алгебри. Вони можуть бути включені до програм спецкурсів для студентів ма​те​матичних спе​ці​альностей. 
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