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РЕФЕРАТ
Київ –  2012

Цикл наукових праць «Розробка високоефективних чисельних і аналітичних методів та їх застосування до новітніх проблем прикладної математики» складається з 17 монографій і 102 вибраних статтей, які було опубліковано протягом останніх тридцяти п’яти років у фахових міжнародних реферованих журналах, що містяться в базах даних SCOPUS та найвпливовіших (в галузі математики) базах даних Zentralblatt fuer Mathematik та MathSciNet. Загальна сума цитувань наукових праць претендентів перевищує дві тисячи (2278 згідно SCOPUS на початок 2012). За темою циклу праць претендентами підготовлено загалом 99 кандидатів та 24 доктори наук.

     Більшість представлених наукових статей та монографій, було написано претен-дентами у співавторстві чи співпраці. Всі наукові праці тісно взаємопов'язані за тематикою досліджень, метою та за отриманими результатами.

     Загальна мета циклу робіт пов'язується з розробкою, обґрунтуванням та застосуванням до ряду важливих прикладних задач аналітичних та високоточних чисельно-аналітичних методів, що передбачало розвиток:

I. Теорії різницевих схем.

II. Теорії наближення функцій та операторів.

III. Чисельних та аналітичних методів розв'язування диференціальних рівнянь:
(a) аналітичних методів для диференціальних рівнянь з випадковими збуреннями;

(b) методів без насичення точності розв'язування абстрактних задач Коші для диференціальних рівнянь з необмеженими операторними коефіцієнтами (із застосуванням до задач гідромеханіки та теплопровідності);

(c) експоненційно збіжних методів для абстрактних диференціальних рівнянь в гільбертових та банахових просторах.

IV. Адаптивних варіаційних та варіаційно-асимптотичних методів розв'язування крайових задач гідродинаміки з вільною границею, а також методів статистичної гідромеханіки.

V. Чисельних методів розв'язування обернених задач та інтегро-диференціальних рівнянь (із застосуванням до задач тепло-масопереносу та гідропружності).
Наукові досягнення пов'язуються, перш за все, з творчим розвитком і узагальнен-ням фундаментальних результатів вітчизняних наукових шкіл. Зокрема, асимптотич-ні методи, теорія асимптотичних наближень та методи статистичної механіки, які було започатковано в роботах М.М.Крилова та М.М.Боголюбова, стали підґрунтям для напрямку IV, де ці методи скомбіновано з варіаційними методами та методами континуального інтегрування для отримання аналітичних наближених розв'язків складних задач гідромеханіки, статистичної механіки та квантової фізики. Фунда-ментальні результати наукової школи Крилова-Боголюбова-Митропольського-Самойленка заклали підвалини розроблених методів аналізу та розв'язування дифе-ренціальних рівнянь (напрямок III). Нарешті, роботи претендентів за напрямками I, II та V є творчим узагальненням результатів наукових шкіл Є.Я.Ремеза, А.М.Тихо-нова, О.А.Самарського, Г.М.Положія, Ю.Д.Соколова, М.П.Корнійчука та В.К.Дзя-дика щодо розробки дискретних алгоритмів, теорії різницевих схем, теорії набли-ження функцій та їх застосувань.

   Представлені результати є беззаперечно визнаними міжнародною науковою спіль-нотою. Це підтверджується не тільки високим рівнем цитувань, але й плідною спів-працею претендентів з видатними вітчизняними та іноземними вченими (О.А.Са-марський, В.Хакбуш, О.Фалтінсен, Р.Крес), провідними науковими центрами (зо-крема, Max-Planck Institute for Mathematics in the Sciences, ФРН; Об'єднаний інститут ядерних досліджень і Московський державний університет імені Ломоносова, Росія). 

   Розроблені методи знайшли своє застосування при розв'язуванні низки актуальних прикладних задач та при створенні методів наукових обчислень. Їх використовують фізики-експериментатори та інженери для пояснення складних нелінійних феноме-нів, відкритих на початку XXI сторіччя. Прикладом, що увійшов до узагальнюючих монографій та підручників
, є класифікація усталених резонансних рухів рідини в танкерах за допомогою варіаційно-асимптотичних методів розв'язування відповід-них нелінійних крайових задач.

Наукова новизна та практична значимість наукових результатів з циклу робіт, їх взаємозв'язок, що дозволяє об'єднати наукові результати претендентів в один сумісний цикл праць, полягають в наступному:

I. Узагальнюючи та розвиваючи фундаментальні результати наукової школи А.М.Тихонова та О.А.Самарського, В.Л.Макаровим із співавторами було запро-поновано нові методи побудови та дослідження різницевих схем для знаходжен-ня узагальнених розв'язків рівнянь в частинних похідних. В роботах В.Л.Макаро-вa та І.П.Гаврилюкa було розроблено та обґрунтовано теорію точних та усічених різницевих схем  для систем нелінійних диференціальних рівнянь, яка дозволяє будувати алгоритми наперед заданої точності. Результати використовувалися О.М.Станжицьким при аналізі розв'язків диференціальних рівнянь, а також Л.О.Яновичем та Р.С.Хапком при проведенні наукових обчислень, зокрема, для побудови наближених розв'язків задач обтікання тіл та теплопровідності.

II. Результати наукових шкіл Є.Я.Ремеза, М.П.Корнійчука та В.К.Дзядика щодо методів теорії наближення функцій та їх застосувань знайшли свій розвиток в роботах О.І.Степанця. Зокрема, створено методи, що дозволяють розв'язувати відому задачу Колмогорова-Нікольського на класах функцій, що визначаються модулями неперервності. Результати розповсюджено на функції багатьох змін-них. Запропоновано новий підхід до класифікації періодичних функцій, що ба-зується на поняттях 
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-похідної та -інтеграла, який дозволяє здійснювати  класифікацію надзвичайно широких множин періодичних функцій. Отримано розв'язки цілого ряду задач теорії наближення функцій, які до цього були відомі лише для класів Вейля-Надя. В роботах В.Л.Макарова, В.В.Хлобистова та Л.О.Яновича основні положення теорії інтерполяції функцій було узагальнено на більш широкий об'єкт ​– нелінійні оператори. Результатом стала загальна теорія операторного інтерполювання в абстрактних векторних просторах, що має велике теоретичне та прикладне значення.
III. Суттєвий внесок було зроблено претендентами в розвиток чисельно-аналітичних методів  розв'язування систем звичайних диференціальних рівнянь, а також їх узагальнень, які виникають в прикладних задачах. Серед отриманих фундамента-льних результатів потрібно виділити три наступних важливих напрямки: 

(a) Маючи за мету створення ефективних методів дослідження та побудову розв'яз-ків математичних моделей реальних процесів, зокрема, нелінійних модальних моделей руху рідини з вільною границею (виникають в роботах І.П.Гаврилюка та О.М.Тимохи), та розвиваючи фундаментальні результати наукової школи Крилова-Боголюбова-Митропольського-Самойленка, О.М.Станжицьким роз-глянуто (i) системи звичайних диференціальних рівнянь, в яких праві частини збурюються випадковими процесами з достатньо регулярними траєкторіями, (ii) диференціальні рівняння з випадковою правою частиною та випадковою ім-пульсною дією та (iii) системи стохастичних рівнянь Іто. Серед найважливіших результатів треба виділити умови дисипативності, стійкості розв'язків таких систем, умови існування інваріантних множин, їх стійкості. Досліджено пове-дінку інваріантних множин при малих збуреннях правих частин. Для стохастич-них систем встановлено аналог принципа зведення із теорії стійкості. Розвину-то та застосовано асимптотичний метод усереднення до диференціальних рів-нянь з випадковими збуреннями.
(b) В.Л.Макаровим та І.П.Гаврилюком на основі перетворення Келі було отримано та обґрунтовано нові методи без насичення точності розв'язування абстрактних задач Коші для диференціальних рівнянь з необмеженими операторними коефі-цієнтами, які є мета-моделями диференціальних рівнянь в частинних похідних та інтегральних рівнянь. Доведено, що ці методи експоненційно збігаються при аналітичних вхідних даних. В цих роботах, а також в сумісних роботах з О.М.Тимохою та І.О.Луковським,  методи було застосовано до розв'язування параболічних та гіперболічних операторних рівнянь, що описують дифузію та лінійну гідродинаміку обмеженого об'єму рідини з вільною границею. Експо-ненційно збіжні методи для абстрактних диференціальних рівнянь в гільберто-вих та банахових просторах було також розвинуто, обґрунтовано та застосова-но до розв'язування нестаціонарних рівнянь в частинних похідних в просторо-вих областях довільної геометричної форми (сумісно з Р.С.Хапком).
(c) В.Л.Макаровим та І.П.Гаврилюком було запропоновано і обґрунтовано новий клас експоненційно збіжних методів для диференціальних рівнянь  з необмеже-ними операторними коефіцієнтами, який ґрунтується на зображенні розв'язую-чих операторів інтегралами типу Данфорда-Коші та дискретизації останніх за допомогою Sinc-квадратур. Ці методи допускають розпаралелювання та тензо-ризацію, що приводить до максимально ефективних алгоритмів. Було показано, що методи мають оптимальну чи майже оптимальну (з точністю до логарифмів) складність. Їх складність у випадку d-вимірних задач (коли шукаються невідомі функції від d змінних як розв'язок рівнянь в частинних похідних чи інтеграль-них рівнянь) лише лінійно залежить від d, і, таким чином, вони здатні подолати так зване «прокляття розмірності» (тобто експоненціальну складність по відношенню до розмірності d).

IV. Було запропоновано нові конструктивні чисельно-аналітичні методи побудови розв'язків складних задач гідромеханіки та квантової (статистичної) механіки. Зокрема, І.П.Гаврилюк та О.М.Тимоха, розглядаючи крайові задачи теорії нелінійних коливань та вібраційного позиціювання рідини, запропонували нові, так звані адаптивні варіаційні методи, які забезпечують рівномірну збіжність до шуканого розв'язку відповідних крайових задач. О.М.Тимохою було розвинуто та узагальнено комбіновані варіаційно-асимптотичні методи, що було започатко-вано в 70-х роках в роботах І.О.Луковського. Використовуючи ці методи, фізи-ки-експериментатори класифікували складні нелінійні резонансні рухи рідини в призматичних баках танкерів. Асимптотично-варіаційні методи дозволили також побудувати енергетичні (варіаційні) критерії стійкості динамічної рівноваги рі-дини в акустичних та вібраційних полях, що стало мотивацією для нових експе-риментальних досліджень в умовах невагомості
. Методи статистичної гідро-механіки та квантової механіки були в центрі уваги Л.О.Яновича. Ці його роботи було присвячено методам континуального інтегрування та їх застосуванням. 
V. В роботах Р.С.Хапка, І.П.Гаврилюка та В.Л.Макарова для лінійних та нелінійних некоректних обернених задач математичної фізики систематично розвинуто но-вий підхід, що ґрунтується на інтегральних рівняннях та спеціальних чисельних методах їх наближеного розв'язування, які враховують деякі сингулярні особли-вості розв'язків. Методи розв'язування відповідних інтегральних та інтегро-диференціальних рівнянь було розроблено також в роботах Л.О.Яновича. Мето-ди було застосовано до задач тепло-масопереносу, гідропружності та теорії по-верхневих хвиль.
Коротке резюме найважливіших результатів з 17 монографій та 102 статей, які складають цикл праць, можна також умовно розділити за напрямками I-V та сформулювати наступним чином:
I. Теорія різницевих схем. В монографіях [1,5,10] та 18 статтях було, зокрема, отримано наступні результати: (i) Розроблено теорію різницевих схем для диферен-ціальних рівнянь з узагальненими розв'язками. (ii) Проведено аналіз стійкості три-шарових різницевих схем, які апроксимують диференціальні рівняння другого по-рядку з необмеженим операторним коефіцієнтом в банаховому просторі; показано, що сильна 
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-позитивність операторного коефіцієнта є достатньою для 
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-стійкості різницевої схеми. (iii) Розроблено теорію точних двоточкових і триточкових різни-цевих схем та усічених довільного наперед заданого порядку точності схем на до-вільній нерівномірній сітці щодо крайових задач для нелінійних систем звичайних диференціальних рівнянь, запропоновано адаптивні алгоритми вибору сітки. (iv) По-будовано точні різницеві схеми, а також усічені різницеві схеми довільного наперед заданого порядку точності для третьої крайової задачі й одновимірних варіаційних нерівностей в найслабшій постановці. (v) Результати (i-iv) застосовано при аналізі розв'язків диференціальних рівнянь,  а також при проведенні наукових обчислень; важливі прикладні результати було, зокрема, отримано для побудови наближених розв'язків задач обтікання тіл та теплопровідності.
II. Теорія наближення функцій та операторів. В теорії наближення функцій пре-тендентами було зроблено наступне: (i) Розповсюджено на функції багатьох змінних відому лему Корнійчука-Стєчкіна, знайдено асимптотичні рівності для відхилень кратних прямокутних сум Фур'є та сферичних сум Ріса-Бохнера на класах Гельдера функцій багатьох змінних. (ii) Запропоновано новий підхід до періодичних функцій, що базується на поняттях 
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-похідної та 
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-інтеграла, який дозволяє здійснювати класифікацію надзвичайно широких множин періодичних функцій, отримано розв'язки цілого ряду задач теорії наближення функцій, які до цього були відомі для класів Вейля-Надя. (iii) Отримано ряд остаточних результатів, пов'язаних з набли-женням локально сумовних функцій, заданих на дійсній вісі, з наближенням інтегра-лів типу Коші на спрямовних жорданових кривих комплексної площини та з силь-ним підсумовуванням ортогональних розвинень інтегровних функцій. (iv) Розв'язано низку екстремальних задач в 
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-просторах і, зокрема, задачу про найкраще набли-ження, задачу про найкраще n-членне наближення та задачу про поперечники за Колмогоровим 
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-еліпсоїдів у цих просторах. 
   Розроблено методи інтерполяції нелінійних операторів і, зокрема, створено загаль-ну теорію поліноміального операторного інтерполювання в гільбертових та загаль-них векторних просторах, що включає (a) критерії розв'язності операторного інтер-полювання, (b) умови інваріантності інтерполяційних формул, збіжності оператор-ного інтерполювання та оцінки точності, (c) методи побудови інтерполяційних фор-мул різної структури (правила побудови операторів розділених різниць, викорис-тання для цієї мети тотожних операторів, тощо) в лінійних просторах, в тому числі, досліджено задачі інтерполювання функцій матричних змінних. Вперше знайдено конструкцію інтерполяційних формул для функцій, які задано на множинах стаціо-нарних та функціональних матриць, та знайдено необхідні і достатні умови контину-альності інтерполяційних вузлів. Побудовано оператори розділених різниць  у ви-гляді абстрактних інтегралів Стілтьєса, а для диференційованих операторів ​​​–  у ви-гляді абстрактних інтегралів  Рімана, на основі яких побудовано інтерполяційні формули типу Ньютона.  

   Результати претендентів в теорії наближення функцій та операторів увійшли до монографій [3,4,13-17] та 14 статей.
III. Чисельні та аналітичні методи розв'язування диференціальних рівнянь. Розроблено чисельно-аналітичні методи розв'язування систем звичайних диферен-ціальних рівнянь, а також їх узагальнень, які виникають в прикладних задачах, зо-крема в нелінійних задачах гідромеханіки та теплопровідності. Вклад претендентів пов'язується з (a) конструктивними методами якісного дослідження диференціаль-них рівнянь з випадковими збуреннями, (b) методами без насичення точності розв'я-зування абстрактних задач Коші для диференціальних рівнянь з необмеженими опе-раторними коефіцієнтами, (с) експоненційно збіжними методами для абстрактних диференціальних рівнянь першого порядку з необмеженим операторним коефіцієн-том в гільбертових та банахових просторах. Результати увійшли до монографій [1,2, 6,9,11,12,14] та 31 статті.
(a) Конструктивні методи для диференціальних рівнянь з випадковими збуреннями.  Для систем звичайних диференціальних рівнянь, в яких праві частини збурюються випадковими процесами з достатньо регулярними траєкторіями, диференціальних рівнянь з випадковою правою частиною і випадковою імпульсною дією та систем стохастичних рівнянь Іто було (a) виділено умови дисипативності та стійкості розв'язків, (b) отримано умови існування інваріантних множин, їх стійкості, 
(с) досліджено поведінку інваріантних множин при малих збуреннях правих частин. Для стохастичних систем встановлено аналог принципа зведення в теорії стійкості. Розвинуто та застосовано асимптотичний метод усереднення. Результати представ-лено, зокрема, в монографіях [6,14]. Ці результати можуть бути, зокрема, застосова-но до нелінійних модальних моделей руху рідини в рухомих баках [9,11]. 

(b) Методи без насичення точності розв'язування абстрактних задач Коші знай-шли, зокрема, свій розвиток в монографіях [1,12]. В наведених роботах дано матема-тичне обґрунтування нового класу методів, за допомогою яких, зокрема, проаналізо-вано рівняння дифузії (теплопровідності) з дискретизацією по часу методом пере-творення Келі та знайдено розв'язок лінійного диференціального рівняння з сильно 
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-позитивним операторним коефіцієнтом в банаховому просторі в замкненому вигляді через перетворення Келі та поліноми Лагерра. На основі перетворення Келі побудовано алгоритми без насичення точності наближення операторної косінус-фу-нкції, що експоненційно збігаються для аналітичних вхідних даних. Алгоритми на даний момент є найефективнішими для цього класу задач. Знайдено зображення розв'язків лінійних операторних рівнянь з так званим елементарним оператором (ва-жливими частинними випадками таких рівнянь є рівняння Сільвестра та Ляпунова, які застосовуються в теорії оптимального керування, оптимізації та в ітераційних процесах типу Ньютона). Більшість результатів опубліковано в сумісних роботах В.Л.Макарова та І.П.Гаврилюка. В роботах В.Л.Макарова та І.П.Гаврилюка з Р.С.Хапком та О.М.Тимохою [11] ці методи було імплементовано до деяких задач дифузії та лінійної гідродинаміки.

(с) Експоненційно збіжні методи для абстрактних диференціальних рівнянь було розроблено, зокрема, в [1,12]. Розвиваючи парадигму методів без насичення точнос-ті та експоненційно збіжних методів для диференціальних рівнянь з операторними коефіцієнтами в банахових і гільбертових просторах (мета-моделей диференціаль-них рівнянь в частинних похідних), І.П.Гаврилюком та В.Л.Макаровим розроблено експоненційно збіжні методи їх чисельного розвязування: (i) Для диференціальних рівнянь першого порядку з необмеженим операторним коефіцієнтом, спектр якого охоплюється деякою параболою або гіперболою (прикладом є будь-який еліптичний оператор), вперше була запропонована схема дискретизації, що ґрунтується на пред-ставленні розв'язку у вигляді невласного інтегралу Данфорда-Коші, параметризації останнього на кривій, що охоплює спектр, і застосуванні до отриманого невласного інтеграла на дійсній вісі Sinc-квадратур; показано, що такі алгоритми мають експо-ненційну швидкість збіжності та можуть бути розпаралелені. (ii) Розвиваючи остан-ні алгоритми, для обчислення резольвент була запропонована техніка так званих H-матриць, яка з врахуванням експоненційної збіжності дозволила отримати алгорит-ми майже оптимальної (з точністю до логарифма) складності. (iii) На основі інтегра-льних представлень по різних контурах з наступним застосуванням квадратур побу-довано та обґрунтовано експоненційно збіжні, паралельні методи мінімальної складності для дискретизації таких операторнозначних функцій як операторна експонента, операторнозначні гіперболічні функції, негативні дробові степені еліп-тичних операторів, розв'язуючого оператора рівняння типу Сільвестра та ін.; роз-паралелювання та тензоризація приводять до максимально ефективних алгоритмів. (iv) Експоненційно збіжні, паралельні алгоритми було побудовано, обґрунтовано і протестовано для квазінелінійних диференціальних рівнянь із сталим операторним коефіцієнтом, а також для рівнянь з операторними коефіцієнтами, що мають змінну область визначення в банаховому просторі.

IV. Адаптивні варіаційні та варіаційно-асимптотичні методи розв'язування крайових задач гідродинаміки з вільною границею, а також методи статистич-ної гідромеханіки. Для еволюційних крайових задач з вільною границею, що опи-сують коливання рідини в акустичних та вібраційних полях, було розроблено варіа-ційно-асимптотичні методи, які, базуючись на варіаційному формулюванні Гаміль-тона-Остроградського, дозволили: (i) аналітично отримати усереднений квазіпотен-ціал (нелінійний функціонал) і довести теореми про те, що локальні мінімуми цього функціоналу відповідають стійким динамічним режимам руху та (ii) побудувати наближені розв'язки задачі про віброрівновагу в практично важливих випадках. Для еволюційних крайових задач з вільною границею, що описують резонансний рух рідини в рухомих баках, було узагальнено нелінійні модальні методи І.О.Луковсь-кого. Такі узагальнення отримали назву адаптивних варіаційно-асимптотичних мо-дальних методів. За допомогою таких методів було проведено математичну класифі-кацію нелінійних резонансних рухів рідини в призматичних баках морських танке-рів, що дало змогу, зокрема, пояснити феномен кругових та діагональних хвиль. При застосуванні варіаційно-асимптотичних методів виникає потреба мати рівномірне наближення розв'язків крайових задач, що мають спеціальний сингулярний харак-тер, який може пояснюватися наявністю кутових точок, чи гранями ребер та перего-родок. Для отримання рівномірних наближень розв'язків такого типу крайових задач було розроблено адаптивні варіаційні методи, які, завдяки спеціальним базисним функціям, забезпечують таку збіжність. Розвинуто методи континуального інтегру-вання та їх застосування до задач статистичної гідромеханіки та квантової механіки. Результати представлено серією з 14 журнальних статей та монографіями [2,7-9,11].
V. Чисельні методи розв'язування обернених задач  та інтегро-диференціальних рівнянь (із застосуванням до задач тепло-масопереносу та гідропружності). В серії з 25 журнальних статей для наближеного розв'язування лінійних та нелінійних некоректних обернених задач математичної фізики тепло-масопереносу та гідро-пружності, систематично розвинуто підхід, що ґрунтується на інтегральних рівнян-нях. При цьому, (a) побудовано і досліджено метод тригонометричних квадратур для інтегральних рівнянь першого і другого роду з логарифмічною особливістю в ядрі, (b) застосовано метод граничних інтегральних рівнянь з використанням методу квадратур для наближеного розв'язування задачі дифракції гармонічних хвиль у пружному середовищі з криволінійною тріщиною та плоскої граничної задачі теорії пружності, (c) розроблено поєднання методу Роте, перетворення Лагерра з методом граничних інтегральних рівнянь для наближеного розв'язування початково-крайових задач для рівнянь параболічного і гіперболічного типу в необмежених областях, 
(d) розроблено ітераційні регуляризуючі методи Ньютона і Ландвебера, основані на інтегральних рівняннях, для наближеного розв'язування обернених граничних задач типу Діріхле і Неймана для параболічного рівняння в обмежених і частково-необмежених областях, (e) розроблено гібридний метод для обернених задач теорії потенціалу в обмежених і частково-необмежених областях, (f) розроблено ітераційні регуляризуючі методи (альтернуючий та Ландвебера) в поєднанні з методом інте-гральних рівнянь для лінійних обернених задач реконструкції граничних значень для рівнянь Лапласа та еластостатики. 
   Крім того, проведено дослідження та розроблено спеціальні методи розв'язування лінійних детермінованих інтегро-диференціальних рівнянь та рівнянь з випадковими вхідними даними, коли порядок похідної в інтегральному операторі співпадає чи є вищим за порядок похідної відповідного диференціального оператора. Найважливі-ші результати  полягають в наступному: (i) Для рівняння вольтерівського типу отри-мано нові наближені методи та алгоритми, в тому числі для випадку, коли ядро інте-грального оператора та права частина рівняння є відомими в дискретних точках. 
(ii) Для випадково-збуреної системи інтегро-диференціальних рівнянь аеропружно-сті побудовано алгоритми чисельного знаходження коваріантних матриць розв'язків. (iii) Для нелінійного рівняння, що має сингулярний інтеграл, доведено розв'язність системи, яка виникає після застосування до рівняння метода колокації, та доведено збіжність метода у випадку вузлів Чебишева. (iv) Побудовано та досліджено інтег-ро-диференціальні рівняння з варіаційними похідними, розв'язок яких пов'язується з ймовірносними характеристиками.
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