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Теорія відображень в даний час є однією з найбільш просунутих частин сучасного математичного аналізу. Ця теорія починається з відомих робіт Бельтрамі, Гауса, Гільберта, Ліувілля, Пуанкаре, Рімана, Шварца та інших відомих математиків. Теорія аналітичних функцій давно вже стала зразком найбільш розвинутих та ретельно розроблених галузей математики. В цій теорії особлива увага приділяється конформним відображенням, які знайшли численні важливі застосування в теорії потенціалу, математичній фізиці, в теорії уніформізації, гідро та аеродинаміці. В кінці 20-початку 30 років минулого століття Грьотч, Лаврентьєв та Моррі ввели більш загальний клас відображень, який пізніше назвали квазіконформним. Ці відображення виявилися корисними при вивченні клейнових груп, комплексної динаміки, мезоморфних функцій, у топології, в теорії пружності, гідродинаміці, електро та магнітостатиці у неоднорідних середовищах. Теорії відображень зі скінченним спотворенням, розвитку якої присвячено цей цикл робіт, також передувала теорія так званих відображень з обмеженим спотворенням. Відзначимо, що кільцеві та нижні 
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-гомеоморфізми, що в останні роки інтенсивно вивчаються багатьма математиками, самі є відображеннями зі скінченним спотворенням у сенсі геометричного визначення, і були введені у зв’язку з вивченням рівнянь Бельтрамі на площині (у просторі) а також у зв’язку з дослідженням відображень з обмеженим спотворенням за Іванцем, які у свою чергу знайшли застосування до крайових задач рівнянь Бельтрамі. Дослідження граничної поведінки конформних та квазіконформних відображень та їх узагальнень завжди було найбільш важким та цікавим складовим теорії відображень. 

1. Впровадження у теорію відображень зі скінченним спотворенням
Робота присвячена дослідженню відображень зі скінченним спотворенням у метричних просторах та на ріманових многовидах. В останнє десятиліття в роботах багатьох провідних спеціалістів із теорії відображень, таких як К. Астала, Е. Вілламор, С. Водоп’янов, Ф. Герінг, Т. Іванець, П. Коскела, Дж. Манфреді, Дж. Мартін, О. Мартіо, Дж. Оннінен, У. Сребро, С. Хенкл, І. Холопаінен, Е. Якубов та інші, інтенсивно вивчаються так звані відображення зі скінченним спотворенням, характеристики яких не обмежені, а лише скінченні майже скрізь в області завдання. Паралельно відбувався перехід до дослідження відображень у метричних просторах із мірами. Відзначимо, що ці дослідження призводять до важливих застосувань до фракталів у 
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, і ріманових многовидів, які тісно пов'язані з сучасною теоретичною фізикою. 

У зв'язку з цим, нагадаємо, що в останній час активно розвивалася теорія так званих 
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-гомеоморфізмів. У статтях Бішопа-Гутлянського-Мартіо-Вуоринена
 для квазіконформних відображень було отримано модульну нерівність, яка потім лягла в основу визначення 
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-гомеоморфізмів, впроваджених професором О. Мартіо (Фінляндія). Загальна мета теорії 
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-гомеоморфізмів – це вивчення взаємозв'язків властивостей відображення 
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 та властивостей функції 
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 у модульній нерівності.

Розвиток теорії 
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-гомеоморфізмів почався з праць Мартіо-Рязанова-Сребро-Якубова 
. Високий рівень абстракції теорії 
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-відображень дозволяє застосовувати цю теорію до всіх сучасних класів відображень, де вдається встановити оцінку модуля з відповідною функцією 
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, пов'язаною з тими або іншими характеристиками (дилатаціями) відображень, у тому числі, до відображень зі скінченним спотворенням за Іванцем та відображень зі скінченним спотворенням довжини.

В останні роки активно вивчаються кільцеві 
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-гомеоморфізми, мотивовані кільцевим визначенням квазіконформності за Герінгом, які були вперше визначені на площині в зв'язку з вивченням рівнянь Бельтрамі в працях Рязанова-Сребро-Якубова 
, а потім і в просторі - в працях Рязанова-Севостьянова
.  Надто корисним інструментом у дослідженні відображень зі скінченним спотворенням за Іванцем виявилися також нижні 
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-гомеоморфізми, введені в працях Ковтонюка-Рязанова
. В останні роки ці класи відображень також знайшли важливі застосування в теорії крайових задач для рівнянь Бельтрамі. Відзначимо, що кільцеві та нижні 
[image: image13.wmf]Q

-гомеоморфізми самі є відображеннями зі скінченним спотворенням у сенсі геометричного визначення.

Це дослідження є вельми актуальним, висновки якого будуть мати широкі застосування до теорії відображень у загальних метричних просторах із мірами, зокрема, у просторах Льовнера, групах Карно та Гейзенберга, а також до різних класів відображень зі скінченним спотворенням і, зокрема, до класів Соболєва та більш загальних класів Орліча-Соболєва на ріманових многовидах.

Одним із основних завдань дослідження було розвиток теорії граничної поведінки кільцевих 
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-гомеоморфізмів між областями в довільних метричних просторах із локально скінченними борельовими мірами. Іншим, пов'язаним із ним, завданням було встановлення взаємозв'язків кільцевих і нижніх 
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-гомеоморфізмів із гомеоморфізмами скінченного спотворення класів Соболєва 
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 та класів Орліча-Соболєва 
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 і розвиток на цій основі теорії граничної поведінки зазначених класів відображень на гладких ріманових многовидах. Основним методом дослідження був метод модулів.

У циклі робіт автора отримано теореми продовження на межу кільцевих 
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- гомеоморфізмів між областями у метричних просторах із мірами, які можуть бути використані,  зокрема, у просторах Льовнера, групах Карно та Гейзенберга. На цій основі отримано цілу низку критеріїв неперервного та гомеоморфного продовження на межу кільцевих 
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-гомеоморфізмів між областями на гладких ріманових многовидах 
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 із додатками до класів Соболєва 
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. Особливо необхідно відмітити нову інтегральну умову, яка є не тільки достатньою, а й необхідною для неперервного продовження зазначених відображень на межу. Крім того, отримано теореми граничної поведінки нижніх 
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-гомеоморфізмів на гладких ріманових многовидах 
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 із застосуваннями до класів Орліча-Соболєва 
[image: image24.wmf]j

,

1

loc

W

 із умовою типу Кальдерона на функцію 
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 і, зокрема, до класів Соболєва 
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. Нарешті, встановлено, що багато відомих нині регулярних областей на гладких ріманових многовидах, таких як гладкі, ліпшицеві, опуклі, квазіопуклі, рівномірні, квазіекстремальної довжини за Герінгом-Мартіо, мають слабо плоскі межі, які є локально зв'язними на межі та їх межі сильно досяжні. Це дозволяє застосувати розвинену теорію до всіх перелічених регулярних областей. Варто зазначити, що всі отримані результати є новими і можуть бути використані при вивченні різних класів відображень зі скінченним спотворенням. Зокрема, результати можуть бути рекомендовані до застосування при дослідженні проблем неперервного та гомеоморфного продовження на межу конформних і квазіконформних відображень та найрізноманітніших їх узагальнень між областями в евклідових просторах, у довільних метричних просторах із мірами, просторах Льовнера, групах Карно та Гейзенберга, на ріманових многовидах.

Наведемо кілька означень. Надалі відкриту множину 
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 називатимемо областю, якщо будь-які дві точки 
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 можна зв'язати кривою в 
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. Нагадаємо, що борельова функція 
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Надалі 
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 – метричний простір із локально скінченною борельовою мірою 
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. Модуль сім'ї кривих 
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 скінченної хаусдорфової вимірності 
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Нехай 
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– області зі скінченними хаусдорфовими вимірностями 
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 із локально скінченними борелівськими мірами 
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 – вимірна функція. Надалі для будь-яких трьох множин 
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Будемо говорити, що гомеоморфізм 
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-гомеоморфізмом у точці 
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 виконується для будь-якого кільця 
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,   будь-яких  двох  континуумів (компактних  зв'язних  множин) 
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 та для будь-якої борельової функції 
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Також будемо говорити, що 
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– кільцевий 
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-гомеоморфізм, якщо 
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 є кільцевим 
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-гомеоморфізмом у кожній точці 
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Простір 
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для всіх куль 
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-регулярні простори мають хаусдорфову вимірність 
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Говорять також, що простір 
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для будь-яких континуумів 
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2. Гранична поведінка відображень у метричних просторах.

У роботі автора [12] було доведено наступний важливий результат.
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Зазначимо, що функції  скінченного середнього коливання були впроваджені у 2002 році А. Ігнатьєвим та В. Рязановим. Вони, природнім чином, узагальнюють досить відомі функції обмеженого середнього коливання за Джоном-Ніренбергом.

Теорема 2 [11].  Нехай 
[image: image160.wmf]X

 є 
[image: image161.wmf]a

-регулярним зверху в точці 
[image: image162.wmf]D

x

¶

Î

0

, 
[image: image163.wmf]2

³

a

, де 
[image: image164.wmf]D

 локально лінійно зв'язна, 
[image: image165.wmf]D

¢

¶

 сильно досяжна і 
[image: image166.wmf]D

¢

 компактне та

[image: image167.wmf].

)

(0,

))

,

(

(

1

log

))

,2

(

(

0

0

2

0

r

r

r

x

B

r

r

x

B

Î

"

×

×

£

-

m

g

m

a



(8)
Якщо 
[image: image168.wmf])

(

0

x

FMO

Q

Î

, то будь-який кільцевий 
[image: image169.wmf]Q

-гомеоморфізм 
[image: image170.wmf]D

D

f

¢

®

:

 може бути продовженим у точку 
[image: image171.wmf]0

x

 за неперервністю в 
[image: image172.wmf](

)

d

X

¢

¢

,

.

Відзначимо, що умова Салімова (8) більш слабка за умову подвоєння міри 
[image: image173.wmf],

))

,

(

(

))

,2

(

(

0

0

r

x

B

r

x

B

m

g

m

×

£

 яка завжди виконується для регулярних за Альфорсом просторів.

Наслідок 1 [11]. Зокрема, висновок теореми 2 має місце, якщо


[image: image174.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

<

,

1

lim

)

,

(

0

0

0

¥

ò

®

x

d

x

Q

x

B

x

B

m

e

m

e

e





(9)
У статтях [11]-[13], див. ще [21], автором сформульовано низку теорем про гомеоморфне продовження на межі областей. Наведемо основні результати цих робіт.
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Теорема 4. Нехай 
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У цій роботі наведено також цікаві наслідки для випадку слабо плоских просторів та областей квазіекстремальної довжини за Герінгом-Мартіо.

Всі отримані автором результати у метричних просторах із мірами можуть бути застосованими, зокрема, на ріманових многовидах, у нещодавно введених просторах Льовнера і добре відомих  групах Карно та Гейзенберга.

3. Гранична поведінка відображень на ріманових многовидах.

 Розділ присвячено граничній поведінці кільцевих 
[image: image207.wmf]Q

-гомоморфізмів на гладких ріманових многовидах, де використовується геодезична відстань та міра об'єму, визначені стандартним чином через метричний тензор 
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Теорема 6 [12]. Нехай 
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при деякому 
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Як показують приклади, умова (11) є не тільки достатньою, але й необхідною для того, щоб висновки теореми 6 мали місце. 

На основі статей [17]-[18], отримано відповідні теореми про гомеоморфне продовження на межу кільцевих 
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-гомеоморфізмів. У роботі автора [18] було отримано фундаментальні, на наш погляд, факти. А саме, що всі відомі регулярні області, такі як гладкі, ліпшицеві, рівномірні та квазіекстремальної довжини за Герінгом-Мартіо мають слабо плоскі та, відповідно, сильно досяжні межі та локально зв'язні на межі. На цій основі, в якості наслідків, сформульовані відповідні теореми для кільцевих 
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Нарешті, побудовано теорію граничної поведінки для так званих нижніх 
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У статті [19] наведено також теореми про неперервне та гомеоморфне продовження нижніх 
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Одним із наслідків цього результату є наступна теорема.
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У одній з теорем роботи [20] встановлено суттєвий зв'язок між нижніми та кільцевими 
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при деякому 
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Теорема 10 [19]. Нехай 
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Нижче наведено вагомі наслідки із досліджень автора, див. [19].
Наслідок 2 [19]. Будь-який гомеоморфізм 
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Наслідок 3 [19]. Зокрема, будь-який гомеоморфізм 
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На цій основі у [19] наведено відповідні результати про граничну поведінку гомеоморфізмів із скінченним спотворенням класів Орліча-Соболєва 
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Відмітимо, нарешті, що всі результати підрозділу мають місце, зокрема, для таких відомих класів відображень як дифеоморфізми і квазіізометрії, а також для багатьох відомих регулярних областей, таких як гладкі, ліпшицеві, рівномірні та квазіекстремальної довжини за Герінгом-Мартіо.
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